Sessione ordinaria Estero 2001 Soluzioni a cuidNicola De Rosa

Scuole ltaliane all'Estero
ESAMI DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
Sessione 2001

SECONDA PROVA SCRITTA

Tema di Matematica

PROBLEMA 1

E’ assegnato un cilindro equilatero Quil raggio di base misuia
a) Si determini il cono C di volume minimo ascritto al cilindro ( C e Q hanno basi
complanari);
b) Si determini il valore di per il quale il volume di C, approssimato allanmaicifra decimale, é
31,4 dnf;

c) Sidetermini il volume della sfera S circota a C

PROBLEMA 2

Nel piano riferito ad un sistema di rifeento ortogonale monometrico e data la cubvai

equazione:

X3

y = 2X 5
a) Sistudi e si rappresej
b) considerata la retta r di coefficiente angwlan passante per il punto A(2, 0), si determihi, a
variare di m, il numero delle intersezionirdtonG;
c) sicalcoli I'area della regione finita dapio R, del primo quadrante, delimitataGl@ dall’asse
X,

d) sidetermini il volume del solido generatoRl&n un giro completo intorno all’asse x.
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QUESTIONARIO

1. Enunciare il teorema de L’Hopitale applicarlo per dimostrare che:

2. Mostrare, eventualmente anche con esemeilacderivata del prodotto di due o piu funzioni

non e il prodotto delle derivate.
3. Dimostrare che se un polinonpgx) e divisibile per(x—a)mallorap'(x) e divisibile per

(x-a)™*

4. Calcolare la derivata della funzione:

X
arcsin———— — arctanx
1+ x2

Dal risultato quali conseguenze se ne possonetpar la f(x)? E’ una costante?
5. Siricavi la formula che da il numero dedenbinazioni semplici di n elementi a k a k.

6. Verificare che:

e’ 2
[ xlog(x)dx = % (3e? -1)
7. Siano a e b due numeri positivi diversild®imostrare che:
log, blog,a=1
8. La somma di due numeri non negativi € 1€al®e il valore piu basso che assume la somma

dei loro quadrati? Quale il valore piu alto?

La prova richiede lo svolgimento di uno dei due psblemi proposti e le risposte a quattro
domande scelte all'interno del questionario.

Durata massima della prova : 6 ore

E’ consentito l'uso della calcolatrice tascabilennprogrammabile e la consultazione del

vocabolario d’ltaliano.

www.matematicamente.it 2



Sessione ordinaria Estero 2001 Soluzioni a cuidNicola De Rosa

E’ assegnato un cilindro equilatero Q il cui raggiadi base misuraa.

Punto 1

Si determini il cono C di volume minimo circoscrito al cilindro ( C e Q hanno basi
complanari);

Si consideri la figura sottostante raffigurantes@zione il cono circoscritto al cilindro.

c
1
1
1

G e F

1
1
1
I

A D H E B

PoniamoCH = x con x> 2a. Il cilindro & equilatero per CUFE=DE=2a. | triangoli CHB e

ax
X—2a

CKF sono simili per cuiCH : HB=CK : KF e cioé x: HB =(x-2a):a da cui HB =

mZ X3

volume del cono é/COno(x):E(ﬂDTBZ)@:——Z. La minimizzazione del volume la
3 3 (x-2a)

effettuiamo tramite derivazione. La derivata prideh volume é:

. _m?[3x*(x-2a)* -2x3(x-2a) | _ m?[x*-6ax’ | _ ma?| x?(x-6a) :
Veono(X) = 7 = 5| = | per cui
3| (x-2a) 3 | (x-2a) 3 | (x-2a)

8% [ x*(x-6a) ] .
VCOno(x) = >0=>x>6a= VCOno(x) strettametecrescenten (6a,+ oo)
3 [ (x-2a) |
2 v2(y _ 7
Vegro(X) = 72 )E (x ; 6)?) <0= 2a<x<6a=V,,,(x)strettametedecrescerin (2a,6a)
X-2a
8% [ x?(x-6a) | U . .
VCOnO(x) = = 0= x = 6aascissali minimorelativoproprio
3 | (x-2a)°

m*  (6a)’ _ 9@’
3 (ea-2a) 2

Quindi il volume minimo lo si ha pex=6a e valeV,,, (6a) =

ono

Punto 2

Si determini il valore di a per il quale il volume di C, approssimato alla pnma cifra decimale,
31,4 dnf;

3
Il volume di C €31,4dm® =10/7dm® se 97; =107r= a® :%): a= 31/%) dm.
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Punto 3
Si determini il volume della sfera S circoscritta eC.
Consideriamo la figura seguente:

O

>
r<
@

—-=2
i CB

Il triangolo CLB & rettangolo per c@B’ = CH [TL — CL o OraCB’ =CH' +HB’ dove
. 15®3?
- . - . 2 2 - -
B:E percuiCBZ=CH2+HBZ=36a2+9a :153a percuiCchﬁ -_4 :51a
2 4 4 CH 6a 8

per cui il raggio della sferaB = % = % ed il volume &

dm?

3
. 4 Sla
_4R_ T\16) _ 44217 o _ 44217ﬂ[€ g)j _ 245657

V. =
Sfera 3 3 1024 1024 9 256
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Nel piano riferito ad un sistema di riferimento ortogonale monometrico & data la curva G di

equazione:

X3
y = 2X )
Punto 1
Si studi e si rappresenti G;
Dominia la funzione é definita in tutto R;

3
Intersezioni asse ascissg = 2x—X? =0= x(4 X ) 0= x=0,x=%2;

Intersezioni asse ordinatx=0= y=0;

A 3
Simmetrie: la funzione e dispari in quary()— x) = 2(— x)— ( X) = —(Zx—%J = —y(x)

3

Positivita y = 2x—x7 >0 - x(4— x2)> 0= x0(-0,-2)0(0,2);
Asintoti la funzione non ha né asintoti verticali, né poiatali né obliqui;

. . o x°
Comportamento agli estremi del dominilim (Zx—?j =Foo

2
. . R X :
Crescenza e decrescenta derivata prima g'= 2——32 per cui

3
y'=2 -0 2 X < 23 - y=2x- éstrettametecrescentin —2—\/52—\/5’
2 3 3 2 3 3
2 3
y'= 2—3— <0=x<- 243 Ox> 243 - y= 2x -2 gstrettametecrescentin | - oo,——z\/g O —2\/5 ,+00
2 3 3 2 3 3
3x? 2.3

2-=-=0=x=25"
y=2-5

Concavita e convessnéa derivata seconday¥=-3x=0=x= per cui (00) & un flesso a

tangente obliqua con tangente= 2x. Inoltre y"{ ij 2\/§>0 (ij =-23<0, per

€ un massimo relativo.

.[2f8f

3 j € un minimo relativo

%)

Il grafico é di seguito presentato:
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Punto 2

Considerata la retta r di coefficiente angolare m pssante per il punto A(2, 0), si determini, al
variare di m, il numero delle intersezioni di r conG;

La retta di coefficiente angolanm passante per il punto A(2,0) ha equaziope m(x-2).
Sicuramente la retta e la cubica hanno in comusell&ionex = 2. La soluzionex = 2puod essere

singola o doppia: € doppia nel momento in cui kfardi equazioney = m(x—2) e tangente alla

X3

cubica. In particolare la rettay:m(x—z) e tangente alla cubicay=2x—7 guando

2
m:y'(Z)Z{Z—%} =-4. Cerchiamo allora quante soluzioni differenti da= (2% —4)
x=2

X3

hanno in comune la retta e la cubica. Intersecémdetta r con la cubica si ha(x - 2) = 2x—?

da cui, dividendo per il fattoréx - 2) in quanto si stanno cercando soluzioni differeiatix = 2, si

y= —x(x+2)
-x(x+2) . o - 2 - x(x+2)
ham :T' Si tratta quindi di risolvere il sistemay = m . Lacurvay = —5 e
m# -4

una parabola con concavita verso il basso e verh%e ],Ej che interseca l'asse delle ascisse in

www.matematicamente.it 6



Sessione ordinaria Estero 2001 Soluzioni a cuidNicola De Rosa

(00),(- 20); la retta di equazioney=m & parallela all'asse delle ascisse. Il graficousedge

. . . . 1 1
mostra nello stesso riferimento cartesiano la pdsab le rette di equaziong= > y= 2 Da esso
si notano il numero delle soluziowi# 2:

. 1
1. nessuna soluzione pen> E;

2. due soluzioni coincidenti e parixa=- pkrm =%;

3. due soluzioni distintex,, # 2 perm <% Om# —4.

—
1
Pl | b

In conclusione tenendo in conto anche la soluzwre? , singola o doppia che sia, si ha:

. 1
1. una soluzione x= 2, perm>§;

2. tre soluzionidi cui duecoincidenti x=-1 e unax= 2sem =% o due coincidentk = 2
unax=-4sem=-4

3. tre soluzioni distinte perm <% Om# —4.
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Nellimmagine sottostante viene rappresentata lacaucon la retta tangente =2 di equazione

y=-4(x-2), la retta tangente ix=- i equazioney:%(x—z) e la retta di equazione
3

y=2(x-2)
an F 3
28 1
26 m= —
24 m = -4
22
20 m=2
18 =
16
14
12
10
g
&
4
2
o »
-2 7
-4

Punto 3

Si calcoli I'area della regione finita di piano R,del primo quadrante, delimitata da G e
dall'asse x;

L’area da calcolare é raffigurata in verde nelfpifa sottostante:

3 F 1
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2 3 x4 2
L'area vaIeS:J'(Zx—7jdx:{x2—§} =4-2=2
0

0

Punto 4
Si determini il volume del solido generato da R imn giro completo intorno all'asse x.
Il volume vale

_ ‘ X3 ’ —_ o XG 4 2 _
V—ITJ- 2X —— dx—n.[ — = 2X" +4x° |dx=
° 2 4

0

X 2 4] (32 64 32)_256
= - | = 2t T 2 | =y
28 5 3 7 5 3) 105

0
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Quesito 1

Enunciare il teorema dide L'Ho6pital e applicarlo per dimostrare che:

Enunciamo la regola di de Hoépital:

Se due funzionif (x) e g(x) definite in un intorno di+ o, sono derivabili in tale intorno, con

g'(x)#0; se le due funzioni, pex — +c tendono entrambe a 0 ocae se esiste il limite del
, I f'(x : oo
rapporto delle derivate delle funzioni dat-eu, allora esiste anche il limite del rapporto delle

g'(x)
f(x) f(x) f'(x)

funzioni—— e vale lim —— = lim :
g(x) o g(x) o g(x)
Nel caso in esame e possibile applicare tale temesrdopo averlo applicato 7 volte si ha
D Y A5 < A1 15 S 7 _
lim — = lim ~=1lim ———=-=lim—-——=0
e 2 e In2[2* o (In2)’ @ =+ (In2)" @

Si osservi anche chB"[x"] = n1se n= 1eD"[2*] = (In2)" 2"

7
7

. o X . X S . X .
In alternativa, poiché lim —=Ilim|— , calcolando il limite lim|— | si ha:
xﬁ+oo2X X4 X X 40| X
27 27
De
. L‘Hopital_ 1
limf—1| = lim — =0.
X — +00 ~ X — +00 ~ n2
27 27 !
7
Quesito 2

Mostrare, eventualmente anche con esempi, che lardata del prodotto di due o piu funzioni
non e il prodotto delle derivate.

Dimostriamo che la derivata del prodotto di due zfani y(x)=f(x)(x) &
y'(x)= f'(x)g(x)+ f(x)b'(x). La derivata per definizione & il limite del rapmoincrementale

f(x+h)ig(x+h)-f(x)ig(x)
h

aggiungencbesottraendola stessajuantita f (x)g(x+h)

/()= lim f(x+h)m(x+h)+ f(x)o(x+h)-f(x)a(x+h) - f(x)m(x)
h-0 h

in due parti e otteniamo:

per cui y'(x) = lim riscrivibile come

h-

. Spezziamo il limite
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f(x+h)ig(x+h)-f(x)g(x+h)

yl(X): Ihl[r‘l) h +Ihitr(l) h -
_iim glx+h)[f (x+h)-f(x)] , im | (x)dig(x +h) - g(x)]
h-0 h h-0 h
_ u['?)g(erh)[E[ré[f(XJrhg_ f(x)] +lim g(x+ ) Cim [g(x+hg—g(x)] _
f1(x) a¥)

- £ (x)im gx+ )+ 9" () dim glx+ h) = £(x)g(x)+ £ () (¥

Un primo esempio € la parabola di equazigrex® = x [X: il prodotto delle derivate delle funzioni
componenti & 1 mentre la derivata y&= 2x; analogamente per la cubica= x* = xXkX il
prodotto delle derivate delle tre funzioni companérl mentre la derivata ¢ = 3x°.

Quesito 3

Dimostrare che se un polinomiop(x) e divisibile per (x— a)m allora p'(x) e divisibile per
(x-a)™

Se il polinomiop(x) & divisibile per(x—a)" esso puo essere scritto corpéx) = (a— x)" [H(x) la
cui derivata & p'(x)=m(a-x)"" [g(x)+(a-x)" '(x) = (@a- x)™™* gmy(x)+ (a- x)m'(x)] da
cui deduciamo la divisibilita dp'(x) per(x-a)™*.

Quesito 4

Calcolare la derivata della funzione:

X
arcsin———— — arctanx
1+ x?

Dal risultato quali conseguenze se ne possono trarper la f(x)? E’ una costante?

<1. In realta essendo

La funzione f(x):(arcsin%—arctanxj & definita per
1+x

1+ x?

V1+x* >x0Ox0OR, deduciamo che il dominio dif (x):(arcsin%—arctanxj e R. La
1+x

derivata prima e:

X
V1+ xzj L

f(x)- L+ x B ') N S SR B
« 2 1+ x2 1 1+x2 1+x* 1+x°
1- 2
(/—“XZJ 1+Xx
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Quindi la derivata e nulla, ed essendc(x):(arcsin%—arctam() definita in tutto R,

+ X
deduciamo che la funzione e costante in tutto R walore della costante pud essere trovato
valutando la funzione in un punto del dominio, adrepio f (0)=0.
Quesito 5
Siricavi la formula che da il numero delle combinaioni semplici di n elementi a k a k.
Si dicono combinazioni semplici di n elementi dsigoresi a k (con n>k) a k (o di classe K) tutti i
possibili gruppi che si possono formare prendenddagli n elementi in modo da considerare
distinti soltanto quei gruppi che differiscono gdarnatura di almeno un elemento. Si dicono,
invece, disposizioni semplici di n elementi divepsesi a k a k (o di classe k) (comk) tutti i
possibili gruppi che si possono formare prendenddegli n elementi in modo da considerare
distinti quei gruppi che differiscono, o per la uvat degli elementi, o per il loro ordine.
Confrontando la definizione dtombinazioni sempliccon quella delledisposizioni sempligi
potremo dire che per esempio, i due gru{aﬁq acb} sono due disposizioni diverse (differiscono
per I'ordine degli elementi) ma formano la stessalsinazione.
Dal precedente esempio risulta evidente che ogmbauazione puo generare tante disposizioni
guante sono le permutazioni dei suoi k elementi.
Il numero disposizioni semplici di n elementi disiepresi a k a k (o di classe k) (corkh € dato

matematicamente dal prodotto di k numeri interissmutivi decrescenti a partire da n:

D, =nn-1)fn-2)0----fn-k +1) =

Il numero di permutazioni semplici di k elementil&o matematicamente dal numero disposizioni

semplici di k elementi presi a k a k:

P, =D, =kk-1)k-2)0---- 2=k
Il numero di combinazioni semplici di n elementvelisi presi a k (con n>k) a k (o di classe k) e
dato dal rapporto tra disposizioni semplici di ereénti diversi presi a k a k (o di classe k) (con

n>k) e permutazioni semplici di k elementi:
D« n! _(n
PR (n-k)m! (k

ny . : - : . D n! ny .
dove (k} e conosciuto come coefficiente binomiale e la fdmC,_, = F;"" = :( ] e

O
Il
|

nota come legge dei tre fattoriali.
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Quesito 6
Verificare che:

2

eJ:xlog(x)dx = % (3e2 —1)

Integrando per parti si ha:

eixmg(x)dx{x_;(mg(x)-lﬂ

2

eZ

4 2 2
:e_(z_lj_e_(l_ij:e_(gez_l)
.20 2) 20 2) 4
Quesito 7

Siano a e b due numeri positivi diversi da 1. Dingirare che:
log, blog,a=1

log,b 1
log,a log,a

Per la proprieta del cambiamento di base dei logarsi ha log, b= per cui

log, bog, a =log, a% =1

Quesito 8

La somma di due numeri non negativi € 16. Quale évalore piu basso che assume la somma
dei loro quadrati? Quale il valore piu alto?

Siano0< x<160< y <16 per cuix+y = 16 La somma dei quadrati $(x, y) = x> + y> che pud

essere ricondotta a funzione di una sola dellevarabili: S(x) = x* + (16— x)* = 2x> - 32x + 256.

La funzioneS(x) = 2x? —32x+ 256 & una parabola con concavita rivolta verso I'alie raggiunge
. - . , . . S 32
il suo minimo nell’ascissa del vertice, per cuslanma dei quadrati € minima peE i =8 evale

Sun = S(8)=128. Il massimo della somma dei quadrati puo essaggiunto solo agli estremi
dell'intervallo [0,16]. In tal caso, vista la simtrnia del problema, il valore massimo e uguale agli

estremi dell'intervallo [0,16] e val§,,,, = S(0) = S(16) = (16)* = 256.
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