SESSIONE STRAORDINARIA 2002

PROBLEMA 1.

Con riferimento ad un sistema monometrico di aggiesiani ortogonali (Oxy):

scrivere I'equazione della circonferenza k con eenel punto (8, 2) e raggio 6 e calcolare le coaig dei punti M ed
N in cui la bisettrice b del 1° e 3° quadranterisg¢ea la curva;

scrivere I'equazione della parabola p avente I'gegallelo all’asse delle ordinate, tangente adkadelle ascisse in un
punto del semipiano x>0 e passante per i punti Med

calcolare 'area della regione finita di piano detata dalla parabola p e dalla bisettrice b;

dopo aver stabilito che la circonferenza k e laapala p non hanno altri punti in comune oltre ae&d/N, calcolare le
aree delle regioni in cui il cerchio delimitato ki@ diviso dalla parabola.

SOLUZIONE DI DE ROSA NICOLA

La circonferenza richiesta, dati il centro ed dga ha equazione:

(x=x ) +(y-yc) =R =
x-8) +(y-2) =36~ x*+y?-16x-4y+32=0
(x-8)

Tale circonferenza incontra I'asse delle asciss@ueii per cuix” -16x+32=0 - x=8%+ 42,
mentre non incontra mai 'asse delle ordinate viste y> -4y +32=0 - y =2+ 2i7.

Le intersezioni con la bisettrice del primo e tequadrante di equaziong =X si ricavano
risolvendo il sistema seguente:

2x* —20x+32=0= x> -10x+16=0= x=5+3

2 2 _ _ -
X°+y -16x-4y+32=0 N
y=X

Per cui i punti di intersezione sod = (22),N = (88)
Ora I'equazione generica della parabplaon asse parallelo all’asse delle ordinate e:
p:y=ax’+bx+c

Tale parabola passa per i puMi= (22),N = (88)la terza condizione e che sia tangente all’asse
delle ascisse in un punto con ascissa positivapOiché la parabola ha asse parallelo all'asse dell
ordinate, allora essa puo essere tangente alléedfe ascisse solo nel suo vertice, per cui questo
significa che l'ordinata del vertice deve esserane I'ascissa deve essere positiva, visto che si
richiede la tangenza in un punto ad ascissa pasitiv

. . . . ) . b b?-4ac .
Il vertice di una parabola di equaziong=ax“+bx+c e V = . per cui la
a a

condizione di tangenza impomé - 4ac = 0, —2—2 > 0.

Imponendo anche il passaggio pdr= (22),N = @8jcava il seguente sistema da risolvere:



da+2b+c=2
64a+8b+c=8
b*>-4ac=0

b

__>O
2a

Sottraendo la prima e la seconda I'una dall'aliricava: 10a+b =1 - b=1-10a da cui
c=2-2b-4a=2-2+20a-4a=16a
Ora sostituendo nella terza equazione si ha:

10+8

1
~a=-—,a=—
2

(1-10a)’ - 4a(16a)=0 - 36a* -20a+1=0 - a= T

Da cui

L, . b . o
Poiché deve averStz— > (0 allora la soluzione accettabile é:
a

Cioe la parabola ha equazione

X
ry=—-4x+8
p-y 5

Il tutto viene presentato nel grafico sottostante:



(x—8Y +(p-27 =36

x.‘
=_—-4x+8§
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L’area delimitata dalla parabola e la bisettrice é:

8 X2 8 X2
A:j X—| ——-4x+8 dx=j —-—+5x-8ldx
2 2 2 2

3 2 8
= X0 ] =-20160-64+ 2 —10+16=102-22%=18
6 2 3 3 3

2

Calcoliamo ora i punti di intersezione tra la cinterenza e la parabola:

2 XZ_

(x-8)° +(y-2)* =36 y 2 2
2 :>(x—8)2+(7—4x+8—2] :36:>(x—8)2+(7 4x+6J =36=

=—-4x+8
Y 2
x* —16x° +92x% - 256x+ 256= 0 — (x—2)(x~8)(x? ~6x+16)=0 — x=2,x=8 x=3%i\/7
Quindi come anticipato nella traccia gli unici puntcomune sono i puntm = (22),N = (88)
A completamento del problema vanno calcolate le areui la parabola divide la circonferenza.

Consideriamo la figura sottostante:



(x=8Y +[p-27 =36

=X _arss
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Per il calcolo delle aree dobbiamo innanzituttdiegare I'equazione della circonferenza:
(x-8)" +(y-2)* =36  y=2++/36-(x-8)°

Ora per il calcolo diS; visto che la circonferenza si trova al di sopridedettay = 2 I'arco di

circonferenza & descritto dall'equaziope 2++/36-(x—8)* , per cui

5 :]12+\/m—(X—;—4x+8de:J'I\/m}dx+z[[—x—22+4x—6}dx: S, +S,

8

S, = [ 36— (x-8)° }dx
2
8 X2

S, = j{‘; +4X - G}dx
2

Ora

8 2 3 8
81’2 :J-|:—X_+4X—6}dxz{—x_+2)(2 _6Xj| = _£6+128_48+£—8+12:84— 25220

2

8

Per il calcolo diS,, = j[ 36— (x—8f }dx seguiamo la strada seguente:
2

Effettuiamo la sostituzione



x—8=-6sin(t)
Con questa sostituzione si ha:

dx = —6cost)dt
x=2 - sint) =1 - t=g

Xx=8 - sint)=0-1t=0

Per cui

n

:T[w/SG—(x—S)Z}dx 6,/1—sin? (t) (-6 cost))dt _j 36y1—sin (1) (cost))dt

Ora va ricordato che nel primo quadrante dellaociferenza trigopnometrica, il coseno € positivo

per cui+/1-sin?(t) :|cos¢)| = cosf) da cui
T[w/ss (x-8) }dx j 36,/1- sin’ (1) (cost)) dt —36j cog (t)dt = 3 f{l COS@)}dt -

36{1 +MT = 36(LT) = o
2 4 |, 4

N\:{'—.O

Quindi
S.I. = SCL1 + S1,2 = Sl,l = 9”

L’'altra area risulta allora:

S, =R’ -5, =36r-97=271



