ESAMI DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
PIANO NAZIONALE DI INFORMATICA — SCIENTIFICO BROCCA
Sessione 2002
seconda prova scritta
Tema di MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dé) fjuesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortodiomanometriche (x,y) € assegnata la funzione:

bl
)< aolgt]

ove log(x) denota il logaritmo naturale di xaee b sono numeri reali non nulli.

a) Sitrovino i valori dia e b per i quali ilgrafico G della funzione passa per i pu(efl1 ,O) e

(e 3e)

b)  sistudie sidisegni G;

c) sidetermini l'equazione della curva G’ mietrica di G rispetto alla rettp = y(1) ;

d) si determini, con uno dei metodi numericidgati, un’approssimazione dell’area delimitata,
perl< x<2,daGedaG’

e) sidisegnino, per i valori dieb trovati, i grafici di:

_a+blogx
X

a+blog(x)
X

PROBLEMA 2

E’ data la sfera S di centro O e raggio r. Detearen

a) il cono C di volume minimo circoscritto a S

b) il cono C’ di volume massimo inscritto in S

c) un’approssimazione in litri della capaatanplessiva di C e C’, posta=1 metrg

d) la misura, in gradi sessagesimali, dell@dagdel settore circolare sviluppo della superficie
laterale del cono C;

e) la misura approssimata, in gradi sessagdisimiel’angolo di semiapertura del cono C

applicando uno dei metodi numerici studiati.



QUESTIONARIO

1. Da un’urna contenente 90 palline numerateesestraggono quattro senza reimbussolamento.
Supponendo che l'ordine in cui i numeri vengonoratst sia irrilevante, come € nel gioco
dell’Enalotto, si calcoli la probabilita che eseaquaterna (7, 47, 67, 87).

2.  Calcolare la probabilita che in dieci ladcuna moneta non truccata dal quinto lanciodn p
esca sempre testa.

3.  Calcolare la derivata rispetto a x dellazione
b

[ f(t)dt

X

ovef(x) € una funzione continua.

4. Calcolare:

Jx'sin(t3)dt
lim~—
X-0 X

5.  Utilizzando il teorema di Rolle provare dihe due radici reali de* sinx =1 c’€ almeno una

radice reale de* cosx=- 1
6. Applicando il teorema di Lagrange all'intalio di estremi 1 e x, provare che:

1—1< logx<x-1
X

e dare del risultato un’interpretazione grafica.

7.  Verificare che la funzione:

1_ el—x
1+ el—x

& invertibile e dettg la funzione inversa, calcolamg(0).

8.  Conuno dei metodi di quadratura studgtvaluti I'integrale definito
3

B

y:

1
con un errore inferioreld™.

9.  Verificato che I'equazioneosx —logx = abnmette una sola radice positiva compresa tral e
2 se ne calcoli un’approssimazione applicando wianetodi numerici studiati.

10. Chiarire, con esempi appropriati, la diffe@nn matematica tracbncetto primitivo” e
“assioma” .

Durata massima della prova : 6 ore
E’ consentito I'uso della calcolatrice tascabile nprogrammabile e la consultazione del
vocabolario d’Italiano.



Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogoali monometriche (Xx,y) € assegnata la
funzione:

bl
)< adlgt]

ove log(x) denota il logaritmo naturale di x ea e b sono numeri reali non nulli.

Punto 1

Si trovino i valori di a e b per i quali il grafico G della funzione passa per i punti(e‘1 ,O) e
(e 3e)

Impostiamo il passaggio per i due punti indicatlaneraccia:

a+b|og!e‘1!_0
el - a-b=0 a=1
= =
a+b|og!e2!:3e_2 a+2b=3 |b=1

2

e

- . . 1+logx
Quindi la funzione diventyy = ————
Punto 2
si studi e si disegni G;
Studio diy = 1+199X
Dominia x > 0cioé(0, + o)

1+logx _

Intersezioni asse ascissg = 0= x=¢"

Intersezioni asse ordinataon ce ne sono

+
Positivita y=—7129X

>0 la si risolve studiando separatamente numeratoter®@minatore:

N(x)=1+logx>0= x>e"
D(x)=x>0
Mettendo sulla stessa retta gli intervalli del nus@re e denominatore si ricava che

_1+logx

>0 (e‘1,+oo)

) . .. . . + - 1
Asintoti verticali x = 0,infatti lim 1+logx :O—io :E [ﬂ—oo) = 400 [ﬂ— oo) = -
X -0 X

: . . . .. 1+logx detHoptal ]
Asintoti orizzontali y = O, infatti lim =T0gx S lim =
X

X — +oo X X — 00




Asintoti obliqui non ce ne sono

Crescenza e decrescena derivata prima e:

y'(x) = —b# percui y'(x) > 0= —logx > 0 perchéneldominiox? > 0 Ox
X

Quindi-logx>0=logx<0 = 0<x<1 percuilafunzioneestrettametecrescente (O;L)
e strettametedecrescerain (1, + o)

2Iog

Flessi la derivata seconda &'(x) = L ercuiy '(1) = -1<Ocioé (1, éunmassimo,

mentrey"(x) = 0= logx = % = x=+e cioé(\/_ j éunflessoa tangentebliqua

>Je

Il grafico é sotto rappresentato:
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Punto 3

Si determini I'equazione della curva G’ simmetricadi G rispetto alla retta y = y(l) ;
La curva simmetrica rispetto alla rettg(l) =1 & data dall’equazione

1+logx
X

ys = 2y(D) - y(x) = 2-

Nella figura sottostante vengono rappresentateiéecdrve sullo stesso grafico:
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Punto 4

si determini, con uno dei metodi numerici studiati,un’approssimazione dell'area delimitata,
perl<x<2,daGedaG}

L’area cercata é con esattezza:

2

A:'[(ys(x) (x))dx = 2'[[ 1+|ngjdx:2jj(l—l IOngd —2{ Iog|x|—%|ogz|x|I:

] X X

[2x - 210g/X ~log?| X[} = 4-2log2-log? 2-2 =2~ 2log2-log® 2 10,133

Attraverso il metodo dei trapezi con la suddivigodell'intervallo [1,2] in 4 sotto intervalli di

ampiezza%, chiamata g(x) =1-1_100X g pa.
X X

w2 oo 2o

D1{0+0153

- +0.021+ 0.063+ 0.109} J0.135

Punto 5

si disegnino, per i valori dia eb trovati, i grafici di:

_a+blogx
X

_|at blog(x)
X




| grafici richiesti si possono trovare a partirel @gmafico della curva iniziale facendo alcune

considerazioni.

1+logx sex>0
i _l+log¥ | x
ominciamo cony = T B Lg(—x) sex<0

(=x)

Questa funzione é una funzione pari cig&) = y(—x) per cui il grafico non e altro che il grafico

della funzioney =

1+logx cui va aggiunta la parte di grafico per x<0 ch#& simmetrico del
X

graficodiy = !

+logx . : e
g rispetto all’asse delle ordinate per le consideraZatte.
X

Il grafico é sotto rappresentato:
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1+10ax 1+logx sey = f(x)20
Vediamo ora il grafico diy = ‘_g = 1i(|
X ~2T09X sey = £(x)<0

Ricordando che il valore assoluto rende positivd aie € negativo, allora questo grafico lo si

1+logx
X

ricava dal grafico diy = lasciando inalterate le parti positive e ribaltawerso le ordinate

positive le parti negative, cioé il grafico risulta



2.0

1.5

1.0

0.8

0.0

10



E’ data la sfera S di centro O e raggio r. Determiare:

Punto 1

il cono C di volume minimo circoscritto a S;

Circoscriviamo ad una data sfera un cono circolat® e con un piano passante per l'altezza del

cono tagliamo entrambi i solidi ricavando la seegiaolinfigura.

Poniamo AH = x,conx >2r . Con gueste assunzioO=Xx-r e poiché il triangolo AOK &

rettangolo, per il teorema di PitagofK =V AO" —OK '~ =./x[{x-2r). I triangolo AOK e AHC

sono simili per cuiHC = OKEAH _ X

AK A X ix—Zri

Il volume del cono &/, (x):%(ﬂﬁz)Dm :7—;@{

( 5 )} con X > 2r . La massimizzazione
X—2r

del volume la effettuiamo attraverso le derivate:

. T | X% - 4rx
Vel =31 Gy

. o, 8r? ]
Vel =31 Gy
Si ha:

L X2 —arx ] 4r .
Vo(x)== >0= x>— =V, (x)strettametecrescentén (4r,+o)
3 [ (x-2r)* 3
T

Vi (x) = 7—; i ();_ ;r))z <0= 2r < x<4r =V, (x) strettametedecrescerin (2r 4r)

T . .
ZE >0, per cui il volume &€ minimo pex = 4r
x=4r



e valeV, (4r) :’_37@2{( (ar) } _s8m

Punto 2
il cono C’ di volume massimo inscritto in S;

Consideriamo la figura sottostante rappresentanéezione di un cono inscritto in una sfera:

W

PoniamoVH = x,con0< x< 2r . Con gueste assunziohiD =2r - x e poiché il triangolo VDB e

rettangolo in quanto inscritto in una semicircoafera, per il teorema di Euclide
—2 1 =2\ n I,

HB~ =VH HD = x[{2r - x). Il volume del cono é/c.(x)=§ 7T(HB” |[VH :Etﬁx [for —x)] con
0< x<2r. La massimizzazione del volume la effettuiamoaattrso le derivate:

Ve (x) = % Eﬁélrx - 3x2]

V.. (x) = 7—; far - 6x]

Si ha:

Ve. (x) = l—gtﬁélrx - 3x2] >0=>0<x< 4_3r = Ve (x) strettametecrescent& (O, 4—::]

Vi(x) = gtﬁélrx - 3x2] <0= 4—; < x<2r =V, (x) strettametedecrescertin (4—; ,ZrJ

Inoltre V.. (x) = % [ﬂ4r - 6X]X:ﬂ S _4rTn <0, per cui il volume & massimo p&r= 4—::
3

2 3
e VaIeVC‘(ﬂj = ]_T (ﬂj [€2r —ﬂj = 3211 .
3 3 3 3 81

Punto 3

un’approssimazione in litri della capacita complesisa di C e C’, postor =1 metrg

Ricordiamo chellm3J :1OOQdm3] =100dlitri ] per cui il volume in litri dei due coni &



_ 80007

Ve = [litri | 0837758litri ]
o= 322(1)0’ [litri ] D1242.22]litri |
Punto 4

la misura, in gradi sessagesimali, dell’angolo dedettore circolare sviluppo della superficie
laterale del cono G

Lo sviluppo piano della superficie laterale del @odetermina il settore circolare di raggio pari

all'apotema del condAC = JAH? +HC” = \/(4r)2 + (r\/E)Z = 3r~/2 rappresentato in figura.

La lunghezza dellarcoBC e pari alla misura della circonferenza della bakd cono

2132 2750y

/2 3

277THC = 271+/2, pertanto la misura in gradi sessagesimati €

Punto 5
la misura approssimata, in gradi sessagesimali, d@ngolo di semiapertura del cono C

applicando uno dei metodi numerici studiati.

L’angolo di semiapertura del cono e tale per gui HAC = arcsi{i;gj = arcsir%j. Quindi la
misura dell’angolo si ricava dalla soluzione dejli@zionesinx =% con x[J (O° ,90°). Il problema
& equivalente allora a trovare lo zero della funeioh(x):sinx—% con x0(0°90°).
Nellintervallo x(0°90°) la funzione h(x):sinx—% & strettamente crescente ed inoltre

1

h(0°) = —3<0 h(30°)==>0 per cui la soluzione da calcolare si trova neffimallo (0° 30°) a

ol



norma del teorema degli zeri. Lo zero cercato, aavtk un centesimo di grado, lo troviamo tramite

il metodo di bisezione, il cui sviluppo & mostratdorma tabellare:

a b a+b h(@) h() [ (a+b) [b-a

: %)
0° 30° 15° -0,3333 0,1667 -0,0745 30°
15° 30° 22,5° -0,0745 0,1667 0,0493 15°
15° 22,5° 18,75° -0,0745 0,0493 -0,0119 7,5°
18,75° 22,5° 20.625° -0,0119 0,0493 0,0189 3,75°
18,75° 20.625° 19,6875° -0,0119 0,0189 0.0035 £.875
18,75° 19,6875° 19,21875° -0,0119 0.0035 -0,0041 931®°
19,21875° 19,6875° 19,453125° -0,0041 0.0085 -®002| 0,46875°
19,453125° 19,6875° 19,5703125° -0,0029 0.0035 1®,00 0,234375°
19,453125° | 19,5703125° | 19,51171875°| -0,0029 0,0016 0.00067 0,1171875°
19,453125° | 19,51171875° | 19,482421875% -0,0029 0.00067 0.00018 0,05859375°
19,453125° 19,48242187%°19,46777344° | -0,0029 0.000180.00006 0,029296875°
19,467773449 19,4824218759 19,47509766° | -0.00006 0.00018.00006 0,0146484375°
19,467773449 19,47509766° | 19,47143555° | -0.00006 0.00006 0.00003 0,00732121875
19,467773449 19,47143555°

Dalla tabella soprastante si evince che a mena deatesimo di grado, la soluzione dell’equazione

sinx :% e 19,47143555°.



Quesito 1
Da un'urna contenente 90 palline numerate se ne eaggono quattro senza
reimbussolamento. Supponendo che l'ordine in cui mumeri vengono estratti sia irrilevante,
come € nel gioco dell’Enalotto, si calcoli la proHalita che esca la quaterna (7, 47, 67, 87).

mq 90

Il numero di quaterne & dato dal coefficiente biradenC,, , :( 4 :Kaa = 2555190 Per cui la

probabilita che esca la quaterna (7, 47, 67, 8g)¢ ! 1 =391007".

Ces 2555190

Quesito 2
Calcolare la probabilita che in dieci lanci di unamoneta non truccata dal quinto lancio in poi
esca sempre testa.

La probabilita che in un lancio esca testa o ciotestessa(T) = p(C) = % per cui il risultato dei

primi 4 lanci non condiziona il risultato dal quanal decimo lancio. Per cui, poiché dal quinto al
1 6
decimo i lanci sono 6, la probabilita richiestp e (Ej =—.

Quesito 3

Calcolare la derivata rispetto a x della funzione
b

[ (t)dt

X

ovef(x) & una funzione continua.

b X
Per la proprieta degli integraff f (t)jdt = ~[ f (t)dt. Per il teorema di derivazione della funzione

dx

integrale. si hadix(j : (t)dtj _ -i@ : (t)dtj 90 ) =1 ().

Quesito 4

Calcolare:

X

I sin(t3)dt
H 0
i *—
Il limite si presenta nella form% e siamo nelle ipotesi di poter applicare il tecaasinde I'Hopital.

Per il teorema di derivazione della funzione indbeyr si ha



. J;sm(te’)dt . sin(x3)_1. S|n(x3)_1

i x* =im 4x° _ZIXIT) x4
= X

Quesito 5 )

Utilizzando il teorema di Rolle provare che tra dueradici reali di €*sinx=1 c’é almeno una
radice reale die* cosx = -1.

Siano a,b due soluzioni die*sinx= 1 L'equazione €*sinx= 1é& equivalente asinx=€e*;

consideriamoh(x) =sinx—e™. Si hah(a)=h(b)=0 ed inoltre h(x)=sinx-e™ soddisfa le
ipotesi del teorema di Rolle, per ciic 0(a,b)|h'(c) =0 . La derivata prima dh(x)=sinx-e™ &

h'(x) = cosx +e™ per cui a norma del teorema di Rolic) = cosc+e™ =0 da cuie® cosc = - 1
cioé ¢ e soluzione de*cosx=- 1

Quesito 6
Applicando il teorema di Lagrange all'intervallo di estremi 1 e x, provare che:

1—£<Iogx< x—=1
X

e dare del risultato un’interpretazione grafica.
Consideriamo la funzioné (t) = log(t) cont O[1,x]. E’ possibile applicare il teorema di Lagrange
e si ha cheltO(LX)| f'(c):f(x)—_lf(l) cioé £=|Oi)1(. Poiché1<c<x= < <l<1 per cui

X — c Xx- X c

1<Iogx

X Xx-1

<1. Poichéx >1, moltiplicando la disuguaglianza p(=x—1) si hal-—<logx<x-1
X
come volevasi dimostrare. La retyg= x— é1a tangente sia alla curya=logx che alla funzione

omografica y:1—1 nel punto di ascissa 1. Geometricamente la disiliguaa
X

1—1 <logx < x-1 esprime il fatto che il grafico della curwa=logx si trova tra il grafico della
X

retta e quello del ramo di iperbole. Il graficotestante evidenzia l'interpretazione geometrica del

risultato ottenuto.



30K

2,5 — y=x-1

0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0

Quesito 7
Verificare che la funzione:

1_ el—x
- 1+ el—X

y

& invertibile e dettag la funzione inversa, calcolareg'(0).

: 1-e™> - : : o
La funzione y=1 el_x e definita e continua in tutto R. La sua deriva@a
+e
1-x 1-x —~X 1-X 1-x \2
1+ -\1- - 2 : . .
y'= € ( € ) ( f )( € ): (e ) > per cui la funzione e strettamente crescentetto tu
(1+e‘x) (1+e‘x)

R. Quindi & invertibile. Per il teorema della detiv dalla funzione inversa, dettdy) l'inversa di

B 1_ el—x
y 1+ el—X

1

f'(x)’

, la derivata dig(y) & g'(y)= Ora a y=0 corrisponde x=1 per cui

Quesito 8
Con uno dei metodi di quadratura studiati, si valut I'integrale definito

2 log x
=

con un errore inferiore al0™.



Utilizziamo il metodo di Cavalieri Simpson e ric@oho che I'errore commesso nel calcolo

5
dellintegrale é¢ < (:tL)8CaZ tmax f " (x]. Nel caso in esame la funziorfgx) 100X ¢ 1a derivata
n

X

24logx—-50
5

quarta & f" (x)=
X

e in [1,3] il massimo del valore assoluto lo siihal e vale

max f " (x) = ma 24l0gx=50 _ g, per cui I'errore commesso p< 20 per cui imponendo
x® an*

no*
=

558—2<10‘4 si ricava n*> n >1O41/%0 [01726. Scegliamo alloran=18 e

9n

suddividiamo lintervallo [1,3] in 18 sotto interMa di ampiezza 1—;:&' L'integrale,

numericamente, sara:

leo)g(jxdxm(b—ajE{g(XOF g(Xlg)}Lﬂ 8 9(X2h+1)+2 . g(x h+2)}D060346

n 3 3 h=0 3 h=0

_log®3

{logx log? x
Il valore esatto dell'integrale ej' dx = [ } [10.6034744 che differisce da
X
1

1

0.60346 per meno di0™.

Quesito 9

Verificato che I'equazione cosx —logx =0 ammette una sola radice positiva compresa tra 1 e
2 se ne calcoli un’approssimazione applicando unedmetodi numerici studiati.

Consideriamo la funzioneh(x)=cosx—|ogx. Essa €& continua in [1,2] ed ha derivata
: 1 - \
h'(x)=-sinx—= per cui in [1,2] h(x)=cosx-logx & strettamente decrescente. Inoltre
X

h(1) > 0,h(2) <0 per cui per il teorema degli zeri esiste un'unaice in [1,2]

Lo zero cercato, a meno di un decimo, lo troviamamite il metodo di bisezione, il cui sviluppo &

mostrato in forma tabellare:

a b a+h h(a) h() [ (a+b) [b-a

2 2
1 2 15 0,540 -1,109 -0,335 1
1 15 1,25 0,540 -0,335 0,092 0,5
125 |15 1,375 0,092 0,335 -0,124 0,25
125 | 1,375 | 1,3125 0,092 0,124 -0,0165] _ 0,1p5
1,25 1,3125 | 1,28125 0,092 -0,0165| 0,0377 0,0625
1,28125| 1,3125




Dalla tabella soprastante si evince che a mena deatesimo di grado, la soluzione dell’equazione
h(x) = cosx—logx =0 & 1,28125.

Quesito 10

Chiarire, con esempi appropriati, la differenza in matematica tra “concetto primitivo” e
“assioma”.

Un concetto primitivo € un “oggetto” che non vietefinito ma viene accettato come noto. Ad
esempio concetti o enti primitivi nella geometrizckdea sono il punto e la retta. Gli assiomi o
postulati sono delle proposizioni che non si dimarsd, accettate come vere, e che stabiliscono
relazioni tra gli enti primitivi: cioé gli assionshiariscono le proprieta di base dei concetti primi
Nella geometria euclidea la proposizione per cti dena retta ed un punto P non appartenente ad

essa, esiste un’unica retta parallela ad essasaqasper P € un assioma.



