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Tema di MATEMATICA
Il candidato risolva uno dei due problemi e 4 dei 7 quesiti in cui s articolail
guestionario:
PROBLEMA 1
In un piano, riferito ad un sistema monometricasgBi cartesiani ortogonali ¥§), € assegnata la
parabolg di equazione:
y=x*+x+1
a) Condotte per il punto O le rette tangenti abl@apola, trovare le coordinate dei punti A e B di
contatto.
b) Trovare le coordinate del punto C, situato déepapposta di O rispetto alla retta AB, tale dhe i
triangolo ABC sia isoscele e rettangolo in C.
c) Determinare I'’equazione della circonfereRzvente il centro in C e passante per A.
d) Calcolare I'area della regione finita di pianglichitata dall’arco AB di parabola e dai segmenti
CA e CB.
e) Determinare in quante parti la paralwtiivide il cerchio delimitato d&.
PROBLEMA 2
In un piano, riferito ad un sistema di assi caaeisbrtogonali (Qy), sono assegnate le curve di
equazione:

y=-x>+mx* —-m+3,

domem & un parametro reale.
a) Dimostrare che le curve hanno due punti in canun

b) Determinare, tra le curve assegnate, la cynavente un flesso nel punto di ascissa 1.
c) Per il punto A, di asmssg condurre le due rette tangentiyae indicare con B e Cxg > x.) i

punti che tali rette tangenti hanno in comune gomltre al punto A.
d) Sull'arco AB di y trovare un punto P in modo che l'area del triaog®lPB sia massima.

e) Calcolare la tangente dell'angolo formato ddlie suddette rette tangentya
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QUESTIONARIO
1. Una piramide si dice retta:
A) se gli spigoli che concorrono nel suo verticegerramente detto sono due a due perpendicolari;
B) se almeno un angolo del poligono di base é;retto
C) se l'altezza e perpendicolare alla base;
D) per una ragione diversa dalle precedenti.
Una sola risposta € corretta: individuarla.
2. Calcolare il volume di un ottaedro regolare, caenslo la lunghezza s di un suo spigolo.
3. La cifra delle unita dello sviluppo della poter2d™ é:
A)2;B)4;C)6;D)8.

Una sola risposta € corretta: individuarla e fanin’esauriente spiegazione della scelta effettuata
4. Considerata la seguente equazione in

2x* -4x-3=0

e indicate corx' ed x "' le sue soluzioni, calcolare il valore della sedaeaspressione:

D U
X

5. Calcolare la derivata, rispetto addella funzionef (x) = [v1-t*dt
0

6. Determinare il dominio di continuita e quello dirivabilita della funzionef (x) = ¥/ x>
7. Enunciare il teorema di De L'Hdpital e stabiliesud essere applicato per calcolare i seguenti
limiti:

. sinx+3x . sinx+3x

I|m_—, ||m -

x-08iNX+2X x-*°SinX + 2X

- Durata della prova: 6 ore.
- Non é consentito lasciare I'lstituto prima ctameitrascorse 3 ore dalla dettatura del tema.

- E consentito l'uso della calcolatrice non progreabile.
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In un piano, riferito ad un sistema monometrico diassi cartesiani ortogonali (Qty), € assegnata
la parabola p di equazione:

y=x*+x+1
Punto 1
Condotte per il punto O le rette tangenti alla pardola, trovare le coordinate dei punti A e B di
contatto.

La generica retta tangente ha equazigremx. Imponendo l'intersezione tra la retta e la palabo
otteniamo I'equazione x> -(m-1)x+1=0 e imponendo che il delta sia nullo si ha
A=(m-1?-4=m?-2m-3=(m-3)(m+1)=0=m, =30m, = -1 per cui le due rette tangenti
sonoy =3x e y =-x. Il punto di contatto A si trova intersecando &abola cony = 3x; in questo
caso otteniamo I'equazione - 2x +1=(x-1)* =0= x =1 per cui A= (13). Il punto di contatto B

si trova intersecando la parabola cop=-x; in questo caso otteniamo I'equazione
x2+2x+1=(x+1)> =0= x = -1 per cuiB=(-11).

Punto 2

Trovare le coordinate del punto C, situato da parteopposta di O rispetto alla retta AB, tale che

il triangolo ABC sia isoscele e rettangolo in C.

Sia C di coordinate genericheC=(x,y). | lati del triangolo ABC misurano:

AC =4/(x-1)2 +(y-3 =4/x* +y> —2x -6y +10
BC =/(x+1)? +(y -1 =[x’ +y? +2x-2y +2
AB =(L+1) +(3-1)? =22

Il trianglo e isoscele, per cui imponendo AC =BC Si ha

Elevandoalquadrato

\/xz+y2—2x—6y+10:\/x2+y2+2x—2y+2DTfbeﬂ“ﬁPbl‘ﬂDax+y—2:O; il triangolo &
rettangolo in C per cui imponendo AC’ +BC’ = AB Si ha
(x2 +y? —2x—6y+10)+ (x2 +yZ+2x-2y+ 2): 8 - xX*+y?-4y+2=0. Bisogna risolvere il

X*+y?—4y+2=0

Sostituendo la  seconda nella prima @ si ha
Xx+y-2=0

sistema {

(2-y) +y?-4y+2=0=y?-4y+3=0=y, =10y, =3 da cui x =10x,=-1. | punti

www.matematicamente.it 3



Sessione Suppletiva 2002 in America Latina Soluzioni a cura di Nicdda Rosa

possibili sono alloraC, = (11),C, =(-13). Poiché C deve essere situato da parte oppos€@ di

rispetto alla retta AB allor&€ =C, = (— ],3). Il grafico sottostante rappresenta quanto travato

A

(1.3)

Punto 3

Determinare I'equazione della circonferenz& avente il centro in C e passante per A.

Il raggio della circonferenza AC = \/(—1—1)2 +(3-3)* =2 per cui I'equazione della circonferenza
& (x+1)° +(y-3)°=4 < x> +y?+2x-6y+6=0. Poiché¢ AC=CB la circonferenza passera

anche perB = (- 11).
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Punto 4

Calcolare I'area della regione finita di piano delinitata dall'arco AB di parabola e dai segmenti
CA e CB.

L’area da calcolare é rappresentata in verde figlisa sottostante:

8 F 3
7
6
5
4
o
3 A
2
1
B
0 »
-1
-z

x=1

La retta AB ha equazionwg_—3 = = y=X+2.
1-3 -1-1
. AC [CB ,

Il triangolo ABC ha are&5,;; = 5 =2 mentre l'area sottesa dal segmento AB con la jpéaiab
1 1 1 3t

€ Sy, = j(x+2— x* - x—l)dx = j(l—xz)dx =2 (1— xz)dx = 2{x—%} =g per cui larea
-1 -1 0 0

richiesta €S=Sy,. +Sy,, = 2+g = %)

Punto 5
Determinare in quante parti la parabolap divide il cerchio delimitato dak

Calcoliamo le intersezioni della parabola con taamfernza. Bisogna risolvere il sistema seguente:
X*+y*+2x-6y+6=0
y=x*+x+1

Sostituendo la seconda nella prima si ottiene Begpne x* + (x2 + x+1)2 + 2x—6(x2 + x+1)+ 6=0

da cuix* +2x® -2x* -2x+1=0.

Raggruppando si ha:
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(x* —2x? +1)+ (2x¢ —2x) = 0= (x* -1 +2x{x* -1)=
= (x2 —1)(x2 +2x—1): (x2 —1)(x+1—J§)(x+ 2+1):0:>
%=1 =L = (2 1) = (V21

La figura sottostante rappresenta le 4 interseziarparabola e circonferenza:

g F 3
7

3

4 \
C’
3 L A
2
1
0 ™
Xy ¥y Xz &
-1
-2
[y} =+ o ol - = - o 3 -+ Ty}

In conclusione la parabola suddivide la circonfeeeim 4 parti.
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In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesini ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di

equazione:

y=-x>+mx* -m+3,

domem & un parametro reale.
Punto 1

Dimostrare che le curve hanno due punti in comune.

La cubica pud essere scritta corges —x° + 3+ m(x2 —1) per cui i punti base di essa si possono

trovare risolvendo il sistem{a(x2 _1) =0 = {Xl =1 D{Xz =1
y=-x*+3 (=2 [y, =4

Punto 2

Determinare, tra le curve assegnate, la curvg avente un flesso nel punto di ascissa 1.

Le derivata seconda della cubicayB=-6x+2m. Essa ha un flesso nel punto di ascissa 1 se

y"(l) =-6+2m=0=>m=3. Quindi y:y=-x*+3x*. Tale curva & definita su tutto R, interseca

I'asse delle ascisse in (0,0) e (3,0) e quelloedettinate in (0,0), & positiva o nulla {r 3), non

presenta asintoti ed & strettamente crescen{@) e strettamente descrescentd-mo 0) 0 (2,+o)

per cui presenta un minimo relativo (60) e un massimo relativo ifi24). Presenta inoltre il

sopracitato flesso a tangente oblique(]i,ﬁ). Il grafico di seguito.

& F 3
5

q
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Punto 3

Per il punto A, di asussaE condurre le due rette tangenti ay e indicare conBe C k; > X.) |

punti che tali rette tangenti hanno in comune cory, oltre al punto A.

Il punto A e (%gj Una prima retta tangente € quella tangente allsica in A ed essa ha

. 1) 5 (1 9 . . .
equazione y = X_E +§ con m=y 5 =Z per cui la prima tangente ha equazione

9 1 : : o . .

y= %= Troviamo i punti di intersezione tra la cubiga y=-x*>+3x*> e la tangente
9 1 . . , . .

y= 2 X =3 : intersecandole Si ha I'equazione risolvente

2
4x3—12x2+9x—2=4(x—%j (X—Z):0:>x=%,x=2.

. . 1) 5 . .

L’altra retta tangente ha equazione geneyu;av-(x—ij+§. Intersechiamo tale retta con la cubica
H 1 H H 3 2 m 5 P .
e otteniamo l'equazione  risolvente x° —3x +mx—3 +§=O. Un divisore di

(x3 -3x% + mx—g +§j e sicurament{x—%) dal momento che sia la retta che la cubica hamno i
. . 1 . . 3 2 m 5 R -
comune il punto di asmssg, il polinomio | x* —3x +mx—E+§ allora & scomponibile come

x—l x? —§+m—E per cui 'equazione risolvente dive ta(—1 X? —%+m—§ =0. Per
2 2 4 2 2 4
ottenere la retta tangente dobbiamo imporre chealeilta dell’equazione di secondo grado

x2—§+m—E =0 sia nullo e cio avviene sA:2—5— m—§ :—4m+£5:0:> mzﬂs per
2 4 4 4 4 16
. : 45 25 . : o .
cui la seconda retta tangente ha equazmneﬁx—ﬁ. Troviamo i punti di intersezione tra la

cubica y:y=-x*+3x" e la tangenteyzi'—:x—%s: intersecandole si ha I'equazione risolvente
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2
32x3 - 96x2 +90x—25:32(x—§j (X—1j=0:> x=1,x:
4 2 2

NGNS

| punti di intersezione, oltre

A= (%g} , sono alloraB = (24) e C = [216—2?) La figura sottostante evidenzia quanto detto.

5 F 3
4 B

-
: YRR E

I ¢
, 3" 3
1

&

Punto 4

Sull'arco AB di y trovare un punto P in modo che 'area del triangaod APB sia massima.

Consideriamo la figura sottostante:

5,00 F Y
4,75
d, 50
4.25 E
4,00
3,79
3,50 P
3,28
3,00
2,75
2,80
2,20
2,00
1,75
1,580
1,25
1,00
0,75 A
0,80
0,25
0,00
2,25
0,50

=100
-0,75
-0,90
-0,23
0, 0
0,29
0,30
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
2,25
Z,a0
2,79
3,00
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Un punto P generico della cubica appartenenteredi’@B ha coordinateP:(x,Sx2 —x3) con

1 -5 1
=< x<2. La retta AB ha equazione—5— i I9x—-4y-2=0 mentre il segmento AB
2 4-> 2-=
8 2
— 1)? 5 _ [9,729_3
misuraAB=.|| 2—-=| +|4—— \/_7 L’altezza del triangolo ABP ¢ la distanza
2 8 4 64
di P= (x,3x2 - x3) dalla retta 9x—-4y-2=0 e misura

_ 2 _ 3\ 3 _ 2 _ _ _1)2
ox-4lox -x)-2 |4 -12¢ +ox-7 _|(x-2)2x 1)\D{5X<z

h(x) = = = % hix) = (2-x)(2x-1)?

Jo7
L'area del triangolo ABP &(x) x) :1—36[(2— x)(2x—1)2] ed & massima quando & massima

N
37
—h(
16
I'altezza h(x). La massimizzazione dell'area o dell'alteZfx) equivale alla massimizzazione della

funzione g(x)=(2-x)(2x-1)?. Calcoliamo la derivata prima e seconda della i

g(x) = (2- x)(2x-1)*: esse sono rispettivaments(x) = 3(3- 2x)(2x - 1), g"(x) = 24(1- x) per cui

per%<x<2 si ha:

g'(x) =3(3-2x)(2x-1) > 0:%< x<g
g'(x) = 3(3- 2x)(2x-1) < o:g< K< 2

g'(x) = 3(3- 2x)(2x-1) = 0= x :g

e

Dalle considerazioni soprastanti deduciamo chediadel triangolo APB & massima p)epg cui

. 3 27 . 3 (3) 3
corrispondeP =| —,— | e I'area massimg,,,, =—9| = |=—.
P (2 8) > 169(2j 8

Punto 5

Calcolare la tangente dell’'angolo formato dalle dusuddette rette tangenti ay .

45 9‘
L’angolo a tra le due tangenti si ricava dalla formmabﬂ(a)—Ilrz mI ‘164045 = j:g
mm'
14499
64
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QUESTIONARIO

Quesito 1

Una piramide si dice retta:

A) se gli spigoli che concorrono nel suo vertice ppriamente detto sono due a due
perpendicolari;

B) se almeno un angolo del poligono di base e retto

C) se l'altezza é perpendicolare alla base;

D) per una ragione diversa dalle precedenti.

Una sola risposta e corretta: individuarla.

Una piramide si dice retta se il poligono di basereoscrittibile ad una circonferenza e il piede
dell'altezza coincide con il centro di questa ciMi@yenza. Ecco per cui la risposta corretta e la D.
Quesito 2

Calcolare il volume di un ottaedro regolare, conosndo la lunghezza s di un suo spigolo.

In geometria solida, I'ottaedro € un poliedro ctio éacce triangolari. lottaedro regolare € uno dei
cinque solidi platonici, le cui facce sono triangaduilateri. Ha sei vertici e dodici spigoli. Ligdira

seguente mostra I'ottaedro regolare.

B

Il volume dell’'ottaedro & il doppio del volume depiramide a base quadrata di asdaed altezza

V3

CO. Poiché le facce son triangoli equilateri si _=T mentre m=§ per cui
2 2
CO= V3| (s =£ per cui il volume dell'ottaedro e
2 2 2
0 2 3
v oo Aue [CO)_[s* s2)_sV2
3 3 2 3
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Quesito 3
La cifra delle unita dello sviluppo della potenza2®°* &
A)2;B)4;C)6;D)8.
Una sola risposta € corretta: individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta
effettuata.

Le cifre delle unita delle potenze di 2 si ripetqasiodicamente con periodo=4 e sono{ 2,4,8,6};

infatti basti pensare alle prime 8 poten{é‘,4,8,16,32,64128,256}. Ora 279 = 229022 e poiché
R 2l e

T=4 T=4
2000 é divisibile per 4 allor2*® sara un numero che ha la cifra dellunita pari @e cui
2%002 = 2200022 = 22090714 qyra la cifra dell’unita pari a 4. Quindi la risgta corretta & la B.
Quesito 4
Considerata la seguente equazione i
2x* —4x-3=0

e indicate conx' ed x" le sue soluzioni, calcolare il valore della segutenespressione:
3
(X +X||2) (XIZEIIZ) _(XI+XII)_(XI|3II)

Le soluzioni di 2x* -4x—-3= 0 sono le soluzioni dix2—2x—g=0; quindi la somma delle

soluzioni sardx'+x"") = 2 e il prodotto sargxX") = g 'espressione da calcolare diventa allora:

(kzex2f 4 (2 - () = () = [ = 2(xm) + (k)P = (xex) - (e =

:{(2)2—2[—2H3+(—gj6—(2)—[— j:73+[gj 2+g_343+E_1 22649

64 2 64
Quesito 5

N w

Calcolare la derivata, rispetto adx, della fun2|onef jxll t*dt

La derivata d|f J\/l t*dt , applicando il teorema della derivata di una fone integrale, &
|}\/1 t ] 1 1/1 \/1 X 1\/1—x' Procediamo anche tramite
2x 2V x

risoluzione diretta dell'integrale. L’integralf:\/l—tzdt si calcola per parti o per sosituzione ed e
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jv1 t dt——[arcswt +tvl-t ]per cui f j\/l t?dt == [arcsm\/§+\/_\/ ] La derivata

iy B R e e
Quesito 6

Determinare il dominio di continuita e quello di deivabilita della funzione f(x)=3/x?

La funzione f(x)=3/x*> & definita e continua in tutto R. La sua derivatd '(x) = che &

e

definita in RA0; . Inoltre lim = +oo, lim| —= | = —c per cuix=0 e ascissa di cuspide con
(0. o i 2| = im| 2= .
vertice in basso.

Quesito 7

Enunciare il teorema di De L'Hpital e stabilire sepu0 essere applicato per calcolare i seguenti
limiti:

. Sinx+3x ,. sinx+3x
im————, lim ——
x-08INX+2X x-+=SinX + 2X

Enunciamo la regola di de Hopital :

Se due funzionif (x) e g(x) definite in un intorno di+ (0), sono derivabili in tale intorno, con

g'(x)# 0; se le due funzioni, pex ~ +w (x - 0) tendono entrambe a 0 ocae se esiste il limite

del rapporto delle derivate delle funzioni daféq%, allora esiste anche il limite del rapporto delle
X

f(x) LG (€Y

funzioni —— e vale lim = lim ——.
g(x) sl s g(x)
sinx+3x R , :
In virtu di tale definizione, il Ilmltellrr?)—2 puo essere calcolato con la regola di del@pital
x-0Sin X + 2X

. cosx+3 _4 sinx+ 3x N .
e valelim———— =— mentre il limite lim ————— non puo essere calcolato con la regola di de

x-0cosx+2 3 X=+ SN X + 2X
iAo . . cosx+3 .
L’ Hopital in quanto il limite del rapporto tra le dexte, lim oixt2’ non esiste. Venendo a

X=+9 COSX +

sinx+3x
cadere una delle ipotesi del teorema, ne dedudciama inapplicabilita per il limitdim Pt
x=+0 SN X + 2X
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) ) . . SinX+3x
Tuttavia il limite lim — ha
x—+0 SN X + 2X

sinx
+

un

. E— 3 . sinx .
. Sinx+3x ) im | =—=1=0 sinX+3X )
I|m_—:I|m.X—D ™ - lim ———= i
x—+0 GINX+ 2X  x-+° SINX
—+2
X
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valore

sinx
+

X

Xt SiNX+2x  x-+e SINX

X

3

2

3

>

finito:

infatti
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