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PROBLEMA 1
Si consideri I'equaziong = x*> —ax+b.
1. Sideterminino a e b in modo che la sua curva eggntativd” sia tangente, nel punto A di
ascissa —1, alla retta r d’equazione y = 4. SighsE.
2. La retta r incontrd’ in un altro punto B. Si calcoli I'area della regeodi piano delimitata
dal segmento AB e da
3. Sidetermini 'equazione della retta s per I'origidegli assi che delimita cdne con I'asse

y una regione finita di piano, nel secondo quadratitarea 5/4.

PROBLEMA 2

Sia f la funzione definita dd (x) = sin(x) + acogx) + b, con xO[- 77, 77]
1. Calcolate a e b in modo che=g sia punto di massimo relativo ei§)=0;

2. Tracciate il graficd. della funzione cosi ottenuta e dite se essa hmasgsimo assoluto e un
minimo assoluto;

3. Calcolate l'area della regione finita di piano detata dalla tangentelanel suo punto di

. 7l
ascissa nulla, dae dalla rettax = >
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QUESTIONARIO

1.

L'equazione f(b)- f(a)= f'(c)(b—a) esprime il teorema del valore medio d_djrange

Determinare ¢ quandé (x) =%/x? , a=0 e b=1.
Un recipiente contien2000 litri di liquido. Se € un prisma regolare a base trilmgpquali
ne sono le dimensioni minime, espresseatri?

Quale e il cono di volume massimo inscrivibile mawsfera assegnata?

La funzione f (x) =10"*® &invertibile? Perché? Quale ne & la derivata? In genere, dome s

calcola la derivata della funzione inverga ?

. Dimostrare che la funzioné(x) = co{lj ha infiniti punti di massimo e minimo relativo in
X

Joa]. in quali punti la funzione assume valore 1 etialp-1?

Fra tutte le primitive dif (x) = 3cos’(x) trovare quella il cui grafico passa per il puri5}.

Spiegare perché I'equazioné=3- ¥ + 5 x — 8 non ammette soluzioni.

. Perché tutte le tangenti alla curva d’equazionexy + 3x — 4 formano un angolo acuto con

la direzione positiva dell'asse x ? lllustra leicany della tua risposta.

Durata della prova: 6 ore.
Non & consentito lasciare I'lstituto prima che sigmrascorse 3 ore dalla dettatura del

tema.

E consentito I'uso della calcolatrice non programiteab
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Si consideri I'equazioney = x* —ax+b.

Punto 1

Si determinino a e b in modo che la sua curva rapgsentatival’ sia tangente, nel punto A di
ascissa —1, alla retta r d’'equazioney = 4. Si diga I

La tangente nel punto A di ascissa -1 ha equazjore4 di coefficiente angolare nullo. Tale

coefficiente angolare é pari alla derivata primdladkinzione valutata inx =-1 e cioe € pari a
m =(3x2 - a)X:_1= 3-a ed imponendo che sia nullo siricasae . 3
Inoltre la curva passa per A(-1,4), per cui si-hara+b=4 e poiché a= 3si hab= 2 La
cubica & alloray = x* =3x +2 = (x —1)*(x + 2).
Studiamo la funziongy = x* = 3x +2 = (x —1)*(x + 2)
Dominio: R
Intersezioni asse xy = x* =3x+2=(x-1°(x+2)=0= x=1x=-2
Intersezioni asse x=0=> y=2
Eventuali simmetriela curva non € ne pari ne dispari
Positivita: y = (x-1)*(x+2)>0 < xO]- 210 J1,+]
Asintoti verticali:la funzione non presenta asintoti vertical
Asintoti orizzontali:per come e definita la funzione non presenta asiotizzontali in quanto

lim x3 -3x+2 =+

X — Foo

Asintoti obliqui:per come € definita la funzione non presenta asioldiqui

Crescenza e decrescentaderivata prima della funziong=x>-3x+ @y'= 3(x2 —1) per cui la
funzione e strettamente crescente}—irqo,—][ O ]l+oo[ e strettamente decrescente]—iﬂl,][.

Concavita e convessitda derivata seconda della funzione= x*-3x+ &y"=6x per cui la
funzione & concava i}0,+oo[ e convessa ir]v—O0,0[ e si annulla inx=0n cui la curva presenta un
flesso a tangente obliqua. InoIt;E'(l) =6>0, y"(—l) =-6<0 per cui (-1,4) € un massimo relativo

e (1,0) € un minimo relativo.

Il grafico della funzione é di seguito riportato:
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Punto 2
La retta r incontra I'" in un altro punto B. Si calcoli I'area della regime di piano delimitata dal
segmento AB e dd.

L'ulteriore intersezione diy=x®*-3x+ 2con y=4 si calcola risolvendo I'equazione
x®-3x+2=4=x*-3x-2=0. Un divisore dix® -3x—- 2& certamentdx+1), ed essendo in
x=-1 la funzione tangente alla rettg= @ossiamo dire che un divisore o -3x- &

certamente(x +1)*, per cui possiamo scomporké-3x- c@me(x+1)*(x-2) per cui l'ulteriore

punto di intersezione € B(2,4).

5 i ) l
. ACLD I BR4)

3
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L’area da calcolare é rappresentata in verdees val
2 xt o3 T 1.3 3 27

Area= [[4- (¢ -3x+ 2x=| - T+ T wox| = (—4+6+4)—(——+——2j =g+>=2!
° 4 2 . 4 2

Punto 3
Si determini I'equazione della retta s per l'origire degli assi che delimita coli” e con l'asse y
una regione finita di piano, nel secondo quadranteli area 5/4.

La retta s ha equaziong=mx con m<0. L’ area da calcolare & rappresentata in verdk nel

figura seguente:

3 F 3
dq 5
3 Cla &)

s}

Indichiamo con C(a,b) con a< 0 il punto di intersezione della rettg =mx» con la curva
y=x3-3x+2.

0 4

0 4 2 2
L’'area S e pari eSzj'[(x3 —3x+2)—mx}jx:[xj—@+2x} = —%+@—2a.

a

Ma il punto C(a, b) appartiene sia alla retta che alla curva, pedobbiamo imporre I'uguaglianza

ma=a®-3a+2 da cuim=a? -3+=. Sostituiamo tale condizione in S e otteniamo:
a

44 [az —3+2+3j612 " (a3+2)a "
S=—+ a —2a=——+——2a:7—a. Imponendo che tale area sia

4 2 4 2

4
pari ag si ha l'equazione di quarto gradeaZ—a=g - a*-4a-5=0. Un divisore di
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(a*-4a-5) & (a+1) in quanto sostituenda=-1 in a*-4a-5=0 otteniamo I'identita 0=0,
Applicando la regola di Ruffini, il polinomio siempone ina‘ - 4a-5=(a+1)(a® -a? +a-5).
Ricordando che per ipotesi cerchiamo un valare , il polinomio di terzo grad((a3 -a’ +a—5)

e strettamente negativo, per cui non si annulleaia Questa osservazione ci consente di affermare

che l'unico valore accettabila< @cavabile dallequazionea®-4a-5= @& a=-1 da cui

o 2 ,
ricaviamom = {az - 3+—} = —4 per cui la retta cercatg = —4x.
a a=-1

Alternativamente, possiamo pensare di calcolardrderadici del polinomio(as—a2+a—5),

applicando o uno dei metodi numerici noti o il nektadi Cardano, e scoprire ci(m? -a’ +a—5)
ha due radici complesse coniugate ed una radite peaitiva, tutte e tre non accettabili.
Applichiamo allora il metodo di Cardano aII’equatzeiaocubica(a3 -a’+ a—5)= 0.
p=2
3
27

Ponendoy = a—%, I'equazione diventay® + py+q =0 con

Applicando il metodo di Cardano si ricava che leisoni di y°+ py+qg= 0 sono esprimibili nel

2 3 2 3 2 3
seguente modoy = ?i/_g + Py i/_g ~ 9+ P delta dell’'equazioneA = 9.,P
2 4 27 2 4 27 4 27
=) )
nel nostro caso & = i7 + 27 = 471228> 0 e questo ci assicura che una sola delle soluzioni

e reale mentre le altre due sono complesse e aiugunica radice reale dj®+ py+q= 0¢&

Y, :i/%+ @H\/g’— /£08 0153 da cui a=y+}D186 che essendo positiva va
27 729 27 729 3

scartata come soluzione del nostro problema.
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PROBLEMA 2
Sia f la funzione definita da f (x) = sin(x) + aco{x) +b, con x I [— T, iﬂ
Calcolate a e b in modo chex= " sia punto di massimo relativo e #/6)=0;
6
. . 1. 3, . TR .
La condizione #/6)=0 impone +a-=_~+b = 0; Ia derivata prima df (x) =sin(x) +acodx)+b &

f'(x) = codx)-asin(x) e x:g & l'ascissa del punto di massimo sen/8)=0 e quindi se

V3 _1_

—3—E=O«=a= 3. Da ci0O segue b=-a—-==-2. La curva e allora
2 2 2 2

f (x) = sin(x) ++/3cogx) - 2. Tale funzione pud essere scritta anche cdrpg = Zsin(x +7—3Tj -2,

Tracciate il grafico A della funzione cosi ottenuta e dite se essa ha massimo assoluto e un
minimo assoluto;

Il grafico di f(x):ZSin(x+7—;j—2 lo ricaviamo per deduzione dal grafico della fuoms

elementaresin(x) attraverso i seguenti passi:

1. Si trasla rigidamente il grafico din(x) orizzontalmente verso sinistraél32+ ottenendo il
grafico di sin(x+7—;j;

2. Siricava il grafico di25in[x+7—:3 attraverso una dilatazione di fattore 2 raddopgoatutte
le ordinate del grafico c&in(x+gj;

3. Si trasla rigidamente il grafico d?sin(x+7—9 di un tratto verticale pari a 2 verso le

ordinate negative ottenendo il grafico fi{x) = Zsin(x + 7—:3 -2.

Si fa notare inoltre che:
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1. La funzione f(x):ZSin(x+7§Tj—2 non € mai positiva in quan*sin(x+gj <1 e si

annulla nei punti in cuisin[x+£j =1l= x+7—3T: %T+ 2kir= x = %T+ 2krT
2. i massimi relativi ed assoluti (coincidenti in qtmma funzione trigonometrica seno e
limitata  in  [-1,1]) di @ f(x)= Zsin(x +%Tj -2 si  hanno  quando

. T . AN/E T S . )
S|n(x+§j =1- S|n[x+§j =E:> X=E+2kﬂ mentre i minimi relativi ed assoluti

(coincidenti in quanto la funzione trigonometricens € limitata in [-1,1]) si hanno

quandosin(x+7—;j =-1le sin(x+gj = —7—27:> X= —%T+ 2krr, per cui in [— 77771 la

funzione presentera un unico massimo relativo esbla® in [E’OJ ed un unico

minimo relativo ed assoluto i@—%,ﬁj.

Il grafico in [- 77, 77] & di seguito presentato:
1,0

0.3

0.0

=30
-2,9
=20
-1,5
-1,0
-0,5
0,0
0.5
1,0
1.5
2,0
2,5
3.0

Calcolate I'area della regione finita di piano delnitata dalla tangente ai nel suo punto di

. 7l
ascissa nulla, da. e dalla retta x = >
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La retta tangente & nel suo punto di ascissa null@),«/§—2) e la retta di equazione

y =X+ (J:_s - 2). La tangentey = x + (J:_s - 2) interseca I'asse delle ascissd:m- «/?3,0).

L’area da calcolare é rappresentata in verde figliaa sottostante:

yEx+ |«.-'f_—2|

L'area da calcolare é:

S= }T[(x ++/3- 2)— [Zsin(x +7§Tj - Zﬂdx— = ,TT[X ++/3- Zsin(x +7§Tﬂdx =

gw_@xf Anfuo 1] [zt 48 ),
] 3

8 2 2 2

0

(lwe2isf 3] (g, b7 ran3) () (7 +an/3-8-8/3)
8 8
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L'equazione f(b)- f(a)= f'(c)(b—a) esprime il teorema del valore medio o dLagrange.

Determinare ¢ quando f (x) = Yx? , a=0 e b=1.

La derivata prima di f(x)=3x*> & f'(x):%, per cui applicando la formula
X
f(b)- f(a)=f'(c)lb—a) e considerando chef(0)=0 f(1)=1, si ha %:1 da cui
C
Ye=2oc=S
fe=3=c=".

Un recipiente contienel000 litri di liquido. Se € un prisma regolare a base triandare, quali
ne sono le dimensioni minime, espresse metri?

Un prisma regolare a base triangolare € un pridmaha come base un triangolo equilatero di lato

123

L>0 e la cui area di base éBase=T. Il volume del prisma per ipotesi € 1000 litri e
ricordando chdlitro O1dm® = (10°)m® si ha che esso & paria=1[m?|.

: : . : \Y X
Il volume del prisma regolare a base triangolake® A, [h per cui h=——. L'area totale

ase

pari alla somma della superficie laterale e delpiomlell'area di base. La superficie laterale € il

prodotto del perimetro di base(SL) moltiplicato per [laltezza h -V , per cui
2 2 2

S, =2A5,.tS = L \/§+3LEIh= L \/§+3LD v__L ﬁ+4ﬁ. La minimizzazione della
2 2 KN L

4
superficie totale la effettuiamo tramite calcoldlel€erivate:

SR
T E 2
s = \/5( L3L-3+ 8}

Si ha:

10
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L2

3 _
S, = \/5{ L 4) >0=>L>Y4= S, strettametecrescentén (Q/Z,+°°)

3 —
S, = @( L 4) <0=0<L<%¥4= S strettametedecrescerin (O, i/Z)

L2

3

3
Inoltre S"; (i/Z)={x/§(L +8H =3/3>0, per cui il lato di basd. che minimizza la
L=X/4

superficie totale & =3%/4[m| ed in corrispondenza l'altezza vatie{ A

4\/5} 227 )
L=3/4

312 "3\

Quale e il cono di volume massimo inscrivibile in ma sfera assegnata?

Consideriamo la figura sottostante:

Consideriamo una sfera di raggiv e poniamo\m =x,con0< x<2R. Con queste assunzioni
HD=2R-X e poiché il triangolo VDB e rettangolo in quanbsdritto in una semicirconferenza,

per il teorema di Euclide HB° =VHHD =x{2R-x). Il volume del cono &
V(x) =%(nmﬁ2)mm =%[ﬁx2 2R - x)] con 0<x<2R. La massimizzazione del volume la
effettuiamo attraverso le derivate:

V'(x) :gtﬁéle— 3x2]

v'(x) :%T[ﬁ4R—6x]

Si ha:

V'(x) :%T[ﬁéle— 3x2] >0=>0<x< 4—; :>V(x) strettametecrescenté (04—;j

V'(x)= EEﬁARx— 3x2] <0=Rx<2r= S, strettametedecrescerin AR or
3 3 3

11
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Inoltre V"(x)z%[ﬁ4R—6x]x:4R :—?<O, per cui il volume & massimo pef:4—§ e vale
3
2 3
3 3 3 3 81

La funzione f(x)=10“° & invertibile? Perché? Quale ne & la derivata? In genere, come s

calcola la derivata della funzione inversaf *?

La funzione f(x) =10 & invertibile in quanto strettamente crescent&uito R. Riscrivendo la

n{L0**8) _ (x+8)in10

funzione f(x)=10"® come f(x)=¢ = el si ricava che la sua derivata &
f'(x) = e gn10=In10[10"*® che risulta essere strettamente positiva in Ritto

In generale dettag(y) lnversa di f(x), la derivata dig, per un noto teorema che recitza"
derivata di una funzione inversa € uguale al reoqu della derivata della funzione diretta (purché

questultima derivata non sia nulfa)e g'(y)zfli(). Si fa notare che le due derivate che
X

compaiono nella formula si intendono calcolateue gunti che si corrispondono.

Come esempio, calcoliamo la derivata della funziowersa di f(x) =10 in 10° . L'inversa di

f(x)=10® & g(y)=Log(y)-8 e a y=10° corrisponde x=0 per cui

g'(lOS): 1 :{ 1 +8} S . Controlliamo se il valore calcolato & corretta L
f'(0) [In10m0**|_, In10010°

derivata dig(y) = Log(y)-8 & g'(y) = 1. g'(lOS) come gia trovato.

1
In100y " In10[1¢C®

Dimostrare che la funzione f (x) = co{—j ha infiniti punti di massimo e minimo relativo in
X

]O:l]. In quali punti la funzione assume valore 1 e inwgli —1?

| punti di massimo e minimo relativo di(x) = co{lj , definita in (- ©0,0) 0 (0,+%), sono i punti
X

in cui, rispettivamente, si h&(x) = co{lj =le f(x)= co{lj = 1. Calcoliamoli:

X X
. . 1 1 1 _
1. Massimi relativi: f (x)= co{—j =1« = =2km=x=—— conk0Z, =Z/0}
X X 2kt
o . 1 1 1
2. Minimi relativi: f(x)= co{—j =-1e ==(2k+)7r= x=7—"+— conkOZ
X X (2k + 1)

12
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Consideriamo ora i massimi e minimi nell’mtervall]@;l]. Essendo— <1, per ogni kZ,
m
(k interopositivo) o perk =0 nel caso di minimo relativo I'ascissa del minimeassimo relativo
cadra m]O:L], ragion per cui sono infiniti i massimi e mininglativi di f(x) = co{—j in quanto
X

infiniti sono gli interi positivi. | punti in cuid funzione assume valore 1 e in quali —1 sono
esattamente i punti di massimo e minimo relativiguiranto la funzione € una funzione coseno

limitata in [-1,1].

Fra tutte le primitive di f (x) = 3cos’(x) trovare quella il cui grafico passa per il punto @, 5).

La funzione f(x)=3cos’(x) pud essere espressa equivalentemente in questoo: mod
f (x) = 3cos’ (x) = 3cogx) cft. — sin?(x)) = 3cogx) - 3cogx) Bin?(x).

Una primitiva di f (x) = 3cos’(x) &

| [3cogx) - 3coqx) Sin? (x)kix = [ 3codx)dx~3[ cogx) in? (xJdx = 3sin(x) - sin*(x) + C

La primitiva passante per il punto (0, 5) deve ssfdde alla condizione di appartenenza del punto
(0, 5) e la si trova in corrispondenzaCHbs.

In definitva la primitva di f(x)=3cos’(x) passante per il punto (0,5) &

f (x) = 3sin(x) - sin®(x) +5.

Spiegare perché I'equazione*3= - ¥ + 5 x — 8 non ammette soluzioni.
La funzione f(x)=3* & strettamente positiva e crescente in tutto R sué grafico si trova

interamente nel primo e secondo quadrante di uensesdi riferimento cartesiano, mentre la curva

g(x)=-x* +5x-8 & una parabola con concavita verso il basso, ahesttice in(g,—ﬂ e che

non interseca mai lI'asse delle ascisse per cubgatinteramente nel terzo e quarto quadrante di un
sistema di riferimento cartesiano. Da queste dwgergazioni ricaviamo che le due curve non
potranno mai intersecarsi, ragion per cui I'equagi = - X% + 5 x — 8 non ammette soluzioni in R.

La figura sottostante in cui vengono rappresergateambe le curve conferma quanto detto:

13
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b

b

flx)= 3

b

" - b

B
S oS oD oS T

b

-
[ |

1

L e i i LR LN T R P R R = b |
) B
L=
k. J

b
[ |

-1,0
-1.5
—2,0
-2.5
-3.0
-3.9
—d4,0
-4,5
-3,0

glx)=-x*+3x-8§

-5,0
-4,5
-4,
-3,5
=30
-2,5
-Z,0
-1,5
-1,0
-0,5
0,0
0.5
1,0
1.5
2,0
2,9
3.0
3.9
4,0
4.5
8,0

Perché tutte le tangenti alla curva d’equazione y x> + 3x — 4 formano un angolo acuto con la
direzione positiva dell’asse x ? lllustra le ragiondella tua risposta.

Detto (x,,Y,) un punto della cubica d’equazione y:#3x — 4, la tangente péx,, y,) alla curva
y =X + 3x — 4 ha equaziong = m(x — X, ) + y, con m= y'(x,) = 3(x2 +1). Il coefficiente angolare
della tangente essendo espresso come y'(xo) = 3(x§ +1), € sempre positivo, per cui

linclinazione in gradi della generica tangente cde direzione positiva dellasse x é
0° < [arctam)] ° < 90°.
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