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Il candidato risolva uno dei due problemi e 4 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Siaf la funzione definita daf (x) = alog,,(x)+1, ovea & un parametro reale.

1. Dopo aver precisato il campo di esistenz& sli stabilisca per quali valori @i la funzionef e
crescente.

2. Si disegnino i grafici F e G flicorrispondenti, rispettivamente, ai valarf 2 ea= - 2 e siand
e cle ascisse delle loro rispettive intersezioni casde X.

3. Si calcoli I'area del triangolo mistilineo did®l’intervallo p, c] e vertice il punto d’'intersezione

tra F e G e, con l'aiuto di una calcolatrice, sali@eun valore approssimato.
4. Sia g(x) = x? . Si determini il valore da per cuif e g hanno la stessa tangente nel punto di ascissa

1.

PROBLEMA 2
Si consideri la funzion&cosi definita:

sex<l

f(x)=

sex=1

1. Si disegni il grafico di;

2. si dica sd soddisfa le condizioni del teorema del valor mejdicdeorema di Lagrange — da
Giuseppe Lagrange (Torino, 25 gennaio 1736 — Rdryaprile 1813)] sull’intervallo [0,2] e quali
sono, se esistono, gli eventuali valori medi i fatervallo.

3. il dominio piano del Il quadrante delimitato dgéfico dif e dagli assi coordinati e la base di un
solido S le cui sezioni, ottenute tagliando S camipgperpendicolari all’asse y, sono tutte quaditi

calcoli il volume di S.
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QUESTIONARIO

1. Si traccino i grafici delle seguenti funzioni difRR:

fixo3%gix o3 +Lh:x - 3%k:x » 3
2. Quante cifre ha il numer®™ nella rappresentazione decimale? Motiva esaenesnte la
risposta.

3. Si consideri una sfera di volume V e superfigieSi dimostri che il tasso di variazione di V

rispetto al raggio € uguale a S.

4. Si illustrino il significato e 'ambito di utitizo del smbolc{ ) e si risolva I'equazione:
n

X x=1
2 = conxON

5. La capacita di un serbatoio € la stessa di @il cilindro circolare retto di volume massimo
inscrivibile in una sfera di 2 metri di diametrou&e € la capacita in litri del serbatoio?

6. Dato un tetraedro regolare, si costruisca thegtro regolare avente per vertici i centri dedlece
del primo. Si dimostri che ogni faccia di un tetteeé parallela ad una faccia dell’altro.

7. Si dia una definizione di “asintoto”erizzontale, obliquo, verticale — di una curva e si fornisca un
esempio di funzione f(x) il cui grafico presenti asintoto orizzontale e due asintoti verticali.

8. La risoluzione di un problema assegnato condilguazione2sin(x)+kco{x) =1ove k>0 e

0<x< 3 Si discutano le possibili soluzioni del problema.
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Siaf la funzione definita da: f(x) = alog,,(x)+1, ovea & un parametro reale.

Punto 1
Dopo aver precisato il campo di esistenza disi stabilisca per quali valori dia la funzionef e

crescente.

Il dominio della funzione f(x)=alog,,(x)+1 & (0,+) e trattandosi di una funzione logaritmica

soggetta a un cambiamento di scala di fattore traslata verticalmente di una quantita unitassa
sara strettamente crescenteasls (0,+) e strettamente decrescenteas@(-,0). In particolare
sara costante e coincidente con la rgttal sea=0.

Punto 2
Si disegnino i grafici F e G dif corrispondenti, rispettivamente, ai valoria= 2 ea= - 2 e siano
b e cle ascisse delle loro rispettive intersezioni corakse X.
| grafici F e G diF(x) = 2log,,(x)+1 e G(x) = —2log,,(x)+1 possono essere ricavati a partire dal
grafico della funzione elementah§x) = log,, (x).
| passi da seguire per tracciare il graficardix) = 2log,,(x) +1 sono i seguenti:
1. Sitraccia il grafico dih(x) = log,,(x);
2. Si moltiplicano per 2 le ordinate di(x) = log,,(x) lasciando immutate le ascisse ottenendo il
grafico di 2log,,(x);
3. Si trasla rigidamente e verticalmente verso I'affiouna unita il grafico di2log,,(x)
ottenendo il grafico dF (x) = 2log,,(x) +1.
| passi da seguire per tracciare il graficad{x) = —2log,,(x) +1 sono i seguenti:
1. Sitraccia il grafico dih(x) = log,,(x);
2. Si ribalta il grafico dih(x) =log,,(x) rispetto all'asse delle ordinate ottenendo il ig@i
~h(x) = ~log,(x)
3. si moltiplicano per 2 le ordinate di-h(x)=-log,(x) lasciando immutate le ascisse
ottenendo il grafico dj- 2log,, (x)];
4. Si trasla rigidamente e verticalmente verso I'atiouna unita il grafico di[—2|oglo(x)]

ottenendo il grafico dG(x) = —2log,,(x) +1.
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, . , . 1
In particolare la funzioné (x) = 2log,,(x) +1 interseca I'asse delle ascisseir —— mentre la

V10

funzione G(x) = —2log,,(x) +1 interseca I'asse delle ascissecim v10. | grafici sono di seguito

presentati in un unico sistema di riferimanto ca#eo:
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Punto 3
Si calcoli I'area del triangolo mistilineo di baselintervallo [b, c] e vertice il punto
d’intersezione tra F e G e, con l'aiuto di una calalatrice, se ne dia un valore approssimato.

Le due curve F e G si intersecano nel pL(rltt) e I'area da calcolare e rappresentata in verda nel

figura di seguito presentata:

F(x)= 2log,, (x]+1

R el e A T I R A ]
W o w w mow v

=3
T T T T T T
S oS M s S S S S S
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Tale area vale:

1 V10
S= .[[ZIogm (x) +Zx + [[~2l0gyo(x) + Ldx =

J10
10 1 10
= IdX +2 j[loglo (X)]dX -2 j[loglo (X)]dX =
(10 )2 =1, ——2 [l D) =
=| V10 Tio +|nlo[x(lnx 1)]&0 Inlo[x(lnx 1)]l

il o ] b4

1 2 1 1 v10
=|J10-— [+ —| -1+ —=+——=In10 1-+ 0+—In10
V10 Inlo( V10 2410 J In10 ( ]

=[V10-—= |+-2 ( L+ \io- 2—9—*/0_0| 10} [gmj{mzlo(ll_zmj_gm}

J10) In10l V10 10 J10 10
_(11/10-20
5In10

Numericamente, calcolatrice alla mano, tale aréa 1/28421.

Punto 4

Sia g(x): x* . Si determini il valore di a per cui f e g hanno la stessa tangente nel punto di

ascissa 1.

Il punto di ascissa 1 & =(11) per cui f(x)=alog,,(x)+1 e g(x)=x? avranno stessa tangente in

P =(11) se il coefficiente angolare della tangente allvauappresentata dé(x) = alog,,(x) +1 &

uguale a quello della tangente alla parakmfe) = x?.

Il coefficiente angolare e il valore della derivaima nel punto di ascissa, per cui

M {x[ﬂnlo} |n10:>mf—m = a=2In10
m, =[2x],, =2

In tal caso la retta tangente ha equazignvez(x—l)+1: 2x-1.
Di seguito vengono rappresentate nello stesso cgrale funzioni f(x)=2In100og,,(x)+1

g(x)=x* e la retta tangenty = 2x - 1.
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Si consideri la funzionef cosi definita:

2
4-x sex<l1
f()=1 3
— sex=1
Punto 1
Si disegni il grafico dif ;
Il grafico della funzione
_ w2
4-x sex<l1
1=], °
— sex=1
X

& l'unione di due grafici; il primo neII’intervaII(}— oo;L] e il grafico di una parabola con concavita
verso il basso, vertice M = (Ogj e che interseca I'asse delle ascissg-i2,0), mentre il secondo

nell'intervallo [l+oo[ e il ramo di iperbole equilatera di equazioxye=1. Il grafico della funzione

richiesta e rappresentato in rosso nella figurase:

T

Nella figura soprastante sono stati rappresentdatambi i grafici delle due funzioni componenti la
funzione f(x); in particolare la parte in blu rappresenta laedr grafico di iperbole equilatera da
non considerare in quanto non facente parte ditwallo [l+oo[, mentre la parte di grafico in verde
rappresenta la parte di grafico della parabola da considerare in quanto non facente parte

dell'intervallo ]—oo,l]. Il grafico in rosso e quello che rappresentaifezione richiesta.
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Punto 2

Si dica sef soddisfa le condizioni del teorema del valor medifo teorema di Lagrange — da
Giuseppe Lagrange (Torino, 25 gennaio 1736 — ParjglO aprile 1813)] sull'intervallo [0,2] e
guali sono, se esistono, gli eventuali valori medh tale intervallo.

Il teorema di Lagrange (o del valor medio) afferaiee se una funzione reale di variabile reale e
continua in un intervallo [a; b] e derivabile in @, esiste almeno un punto interno all'intervatio
cui la tangente al grafico della funzione e patallalla retta che congiunge i punti del grafico
corrispondenti agli estremi dell'intervallo [a;RJuesta e l'interpretazione geometrica del teorema d
Lagrange.

In modo piu formale:

. Siaf:[ab] - R
« continuain [a, b]

- derivabile in (a, b)

_fb)-f(a)
b-a

Dopo aver enunciato il teorema di Lagrange ed avirerpretato geometricamente, mostriamo

allora in queste ipotesit(a,b): f'(c)

come esso sia applicabile alla funzione

)
4-X x<1l
f(x) = 13
— Xx=>1
X

La funzione e continua ix =1; infatti

lim f(x) = lim = =1
x-1" x-1" X

_v2
lim f(x):lim(4 X ]:1
X-1" X-1 3

Inoltre la derivata della funzione &

per cui
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lim £'(x) = |im(—i2j -1
x-1" x-1" X

lim f'(x) = |im[—§j -2
X-1" X-1" 3 3

da cui si ricava la non derivabilitd im=1. Quindi la funzione f(x) & continua [0,2] e non
derivabile inx =10 (0,2); ergo ad essa non e applicabile il teorema di dragg.

Punto 3

Il dominio piano del Il quadrante delimitato dal grafico di f e dagli assi coordinati & la base di

un solido S le cui sezioni, ottenute tagliando S k@iani perpendicolari allasse y, sono tutte

guadrati. Si calcoli il volume di S.

2

La funzioneg(x) = puo essere espressa in forma implicita nel modoesge: x = +,/4 -3y

e la determinazione negativa € quella che a naressa in quanto facente parte del secondo
guadrante.

La sezione piana del solido & il quadrato di l&fg) =—,/4—-3ycon0< ysg e la cui area e
Aly) = (—1/4—3y)2 =(4-3y)cono< ysg, per cui il volume del solido richiesto &:

2

3y?[3 16 16 _8
4-3ydx=|4y-22 | ==—-=—"==2
(4-3y)x {y 2} = 6

V =

Ot—wI|hn

w

0
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Quesito 1
Si traccino i grafici delle seguenti funzioni di Rin R:

fixo3%gix o3 +Lhix - 3%k:x » 3~

| grafici da disegnare si possono tutti ricondadrgrafico della funzioney = 3* sotto presentato:

5,0 r
4,5
4,0
3.5
3,0
2.5
2.0
1,5
1,0

0.8

0,0

h J

-1,0

=30
-2.8
=20
-1.5
-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

Studiamo i 4 grafici.
1. f(x)=3""=3[B* =3y per cui il grafico lo si ricava dal grafico ¢i=3* moltiplicando

ogni ordinata per 3 :

5,0 y

4.3
4.0
3.3
3.0

2,8

=
"

=
h J

-0,5
0,0
0.5
1,9
1,5
2,0
2,5
3.0
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2. g(x)=3"+1=y+1 per cui il grafico lo si ricava dal grafico ¢i=3* traslandolo
rigidamente verso I'alto di una unita, cioé aggiemgdo una unita ad ogni ordinata del

grafico diy = 3*:

5,0 y
4,9
4,0
3.9
3,0
2,8
2,0
1,5//
1.0
[
0,0 >
-0,5
—1,ll)c>mc>m‘Qmc}ﬂ@mc}ﬂC>
EEE IR EE R I A A
3" x=0
3. h(x):3‘x‘ = - (<O’ Ora la funzioné(x) = 3™ non e altro che la funzione pari

della funzioney = 3%, per cui il grafico dik(x) =37 lo si ricava da quello dy = 3*

rendendolo simmetrico rispetto all'asse delle catBrcome sotto presentato:

5,0 y
4.5
4.0
3.9
3.0
2,9
2,0
1.5
1.0
0.9
0.0 P
-0.5
-1.0
S S B S B S S S S
(N U S
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4. k(x)=3": come detto nel punto 3 tale grafico lo si ricasta quello di y=3"

rendendolo simmetrico rispetto all'asse delle catén

5,0 r

4.5
4.0
3.9
3.0
2,9
2,0
1.5
1.0
0.9

0,0

L J

0.5

-1,0

-2.5
2,0
-1.5
-1.0
]
0.0
0.5
1.0
1.9
2,0
2.5
3.0

L=
L
T

Quesito 2

Quante cifre ha il numero 5°° nella rappresentazione decimale? Motiva esaurienteente la
risposta.

In generale il numero di cifre K di un numero N laetapprersentazione in base M e pari a
K ={1+int[log,, (N)]} dove la funzionent((J & la funzione parte intera di un numero. Nel cdiso
N =5%,M =10 si hak ={L+int|log,, (5%} ={1+int[5900g,,(5)]} = {1 +int[41.2]} =1+ 41= 42.
Quesito 3

Si consideri una sfera di volume V e superficie S5i dimostri che il tasso di variazione di V

rispetto al raggio e uguale a S.

3

Il volume di una sfera di raggiRe VvV = e la superficie & = 47/R”. Ora il tasso di variazione

del volume V rispetto al raggio, matematicamente goaltro che la derivata prima del volume

3
rispetto al raggio, per cuﬁJIX :i AR\ 47R* =S c.v.d
dR dR{ 3

Quesito 4

Siillustrino il significato e 'ambito di utilizzo del smbolo[ j e si risolva I'equazione:
n
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X x-1
2 _|= con xUUN
2 2
- . . m R - m m N .
Il coefficiente binomiale con m=n é definito come =——— ed e utilizzato per il
n n) nifm-n)

calcolo dello sviluppo di un binomio, mediante anula di Newton, ma soprattutto nel calcolo
combinatorio. A tale scopo, puo convenire ossereheeil coefficiente binomiale € anche il rapporto
tra il numero delle funzioni iniettive da un insierdi cardinalitan in uno di cardinalitan (ovvero il

numero delle disposizioni semplici th oggetti di classe) ed il numero delle permutazioni di

oggetti.
L X2
X X =
Per I’equazioneZ(ZJ:S( 5 J bisogna innanzitutto imporrex—-1>2—= xON |x=3 ; inoltre
xUON

2 2

2()():3()(_1} - 2{(X_1)D(}:{(X_Z)me_l)}m%@%a x=§(x—2):x=6 che &

ricordando ch{)z(j =w, (X_lj = %;(D(_l) si ha:

2 2 2

accettabile in quanto soddisfa la condiziodeéN | x = 3. Effettuiamo la prova:

24960 so

3[@} = {&3@_1)} =30 c.v.d

Quesito 5

La capacita di un serbatoio € la stessa di quellaeticilindro circolare retto di volume massimo
inscrivibile in una sfera di 2 metri di diametro. Quale € la capacita in litri del serbatoio?

Si consideri la figura seguente che mostra la géwengel problema:

D " .
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PoniamoOH = x,con0< x <1,
Il volume del cilindro & V(x)=(ﬂDT32)Eﬁ2m) con HB =(1-x?) per cui

V(X)=(HDTBZ)izm)=ﬂ[ﬁ2X(1—X2)] con0<x<1. Massimizziamo il volume attraverso |l

calcolo delle derivate prima e seconda:

v'(x) = rrifelt-3x°)

V*"(x) = —1277x
Ora

V'(x) = 7L~ 3x2

—~—

3

>0=0<x< g =V strettametecrescenta (0?

NE 3

V'(x) = ﬂ[ﬁ2(1—3x2) <0= 3 < X<1=V strettametedecrescergin (? j

V'(x) = n[ﬁz(l— 3x°)|=0= x= g = X = g &|'ascissali massimaelativo

3

V“(?j =[- 1%5(]ng = -4/1/3<0

Dalle considerazioni di cui sopra deduciamo chevalume € massimo perx:? e vale

v(xmax)=v(£j=n 2{£]{1—(ﬁﬂ :47T—9\/§[m3]=&gﬁg[dm3]. Poiché

3 3 3

1dm® =1litro si haV(x,, ) = &gﬁ [litri] = 24182]litri

Quesito 6
Dato un tetraedro regolare, si costruisca il tetragro regolare avente per vertici i centri delle
facce del primo. Si dimostri che ogni faccia di utetraedro é parallela ad una faccia dell’altro
Esistono solo 5 poliedri regolari e sono: tetragartaedro, icosaedro, cubo, e dodecaedro. Ogni
poliedro regolare € caratterizzato dalla coppiawtheri p e q indicanti:

* pil numero lati/spigoli di ogni faccia;

* ¢ il numero di spigoli/facce che incidono in ogertice.
| 5 solidi platonici sopra indicati godono anchdlaeroprieta di dualita; in generale il poliedroate
di un poliedro P € un altro poliedro Q, ottenutarabiando i ruoli dei vertici e delle facce di P. Il

duale di Q e di nuovo P. Praticamente se il poligdré caratterizzato dalla cop[{iﬂ,q}, il suo

duale & Q caratterizzato dalla cop{ﬁap}. In particolare il duale del cubo e I'ottaedroieeversa,
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il duale dell'icosaedro e il dodecaedro e vicevemsantre il duale del tetraedro ¢ il tetraedrossies
infatti il tetraedro e detto autoduale.

Sotto viene presentato un tetraedro T di spig@d il suo duale T

Il tetraedro T’ ha vertici inH, I, J, L, e ciascuno di questi punti € il baricentro dé#acia cui

appartiene, da cui si deduce che// MK // AC,JI /l AB,LJ /I BC per cui la faccia LIJ e parallela

alla faccia ABC, Analogamente si pu0 dimostrare feeraltre tre facce. In particolare dalla

DI ., Dl _2 —— AB

similitudine dei triangoli DLI e DMK si ricava chei =— . Ma—==—e MK =— =3 per
MK DK DK 3 2 2
. — —— DI _s S o . 1 . .
cui LI =MK B[? ZE : :§' Quindi lo spigolo del tetraedro dualeéedl guello di partenza, per

V(T)

cui il rapporto dei volumi e—2—% = 27.
" ()

Quesito 7
Si dia una definizione di “asintoto” —orizzontale, obliquo, verticale — di una curva e si fornisca
un esempio di funzione f(x) il cui grafico presentiun asintoto orizzontale e due asintoti

verticali.

Il termine asintoto e utilizzato in matematica genotare una retta, o piu generalmente una curva,
che si awvicina indefinitamente ad una curva d&an il termine asintoto, senza ulteriori
specificazioni si intende genericamente una rettayeno che dal contesto non emerga un altro
significato, quando si vuole essere piu specifigiagla di retta asintotica o, piu in generaleculiva

asintotica.
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La rettay =b & asintoto orizzontale per la cunigx) se lim f(x)=b.

X — Foo

La rettax = a & asintoto verticale per la cunigx) selim f(x) = %co.
X—a

m=lim [M}

La rettay = mx + q € asintoto obliquo per la curvb(x) se xoxm X
q=lim[f(x)-mx]

X — too

Per le funzioni razionali fratte, la presenza d@sihtoto orizzontale esclude quella dell’asintoto

obliquo e viceversa. Una funzione il cui graficeeggnti un asintoto orizzontale e due asintoti

verticali puo esserd (x) = di asintoti verticalix = +1 ed asintoto orizzontalg = 0.

x? -1

Quesito 8

La risoluzione di un problema assegnato conduce #buazione 2sin(x)+k cogdx) =1ove k >0
e0<sx< % Si discutano le possibili soluzioni del problema.

Il problema si puo risolvere in diversi modi. Neepentiamo due.

Si puo discutere il sistema misto

2sin(x) + kcogx) =1

k>0
O<sx< il
3
. _ [X=codx) .
e ricondurlo, attraverso le sostituzicni al sistema seguente:
Y = sm(x)
Y2+ X?2=1
2Y +kX =1
k>0
1 < X<l
2
0<sY< g
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1
1-2v >00 'XDJaY <% allora la condizioned <Y <

Poiche k = diventa piu restrittiva e si

v3
2
riconduce a0<Y < % per cui il sistema misto diventa

Y2+ X%=1
2Y +kX =1

OSY<E
2

ESXSl
2

La curva di equazion¥? + X* =1 & una circonferenza di centro l'origine e raggaitario, mentre

2Y + kX =1 rappresenta un fascio proprio di rette o stellette di centro stell{o,%j.

Notiamo subito che la rett& :% appartiene al fascio propri@dY +kX = don k =0, mentre il

passaggio del fascio di rette dgt,Y) = (10) corrisponde & = 1

Di seguito viene rappresentato in verde il domuaretle soluzioni del sistema misto:

bt

]
k| —
N

I
=

]
_o—'—"'-‘--’r

e e e g g g == = e e e S W e e e S ) S R N N

I R R e e e I

LT R D0 P <Se AOD0 =] T O R D0 P = < e 000 R O =) 0 A < = P Dl R
v

L = 0 0 e <2 O 00 e WD L b 0700 e S O 07 e L) D0 e 000 0 < O D) i L

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Dal dominio soprastante si evincono le seguentizohi:
1. 1soluzione pef<ks< 1
2. nessuna soluzione p&r> .1

Alternativamente si puo proseguire nel modo seguent
La risoluzione dell'equazion@sin(x)+kcogx) =1 con i due vincolik > Oe 0< x < 3 puo essere

effettuata graficamente risolvendo il seguenteBist
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_1-2sin(x)
cogx)

y=k
k>0

0<x<

w|y

1-2sin(x)

cogx)

D, = [Og} , Si annulla inx =%, assume pek=0 - y=1 e perx =§ ~ Y= 2(1—\/5), e positiva

y

Studiamo innanzitutto la funzing = nell'intervallo D, = [Og} Essa e definita in tutto

per XD[O,E[G non presenta nessun asintoto. La derivata prima yd:% e
6 cogx)
y= ~ 2cos’(x) = (L~ 2sin(x))(= sin(x)) _ sin(x) -2 e da essa deduciamo che= 1- 2sin(x) 5

cog(x) cos’(x) cogx)

. T
strettamente decrescente in tuD9 = [0,§:| .

La regione di piano che soddisfa le condizioniatettdal problema & rappresentata in verde nella
figura sottostante:

1 - 2gin(x)
cos(x)

o

o

EULUEE
oo

k
o

=

Srs

L =

w o

o

S T T e A A A I A |
I S )

|l ol el ol ol ke R Rarb e Rabe e s Sa R e e s ) ol sl o ol ol
n om o o o -

mom

Ll =V L) eV R R ) I8 W) ) ol AN TRV = o Rt F o N ) o ANV R |
v

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Dalla figura soprastante si evincono le seguertizéoni:
1. 1 soluzione pef<k<1;

2. nessuna soluzione p&r> . 1
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