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Il candidato risolva uno dei due problemi e risparal4 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

L'ellisse £ ha equazione® +4y* = &P(a, b), conb=0, & un suo punto.

1. Si determini 'equazione della tangente3ain P e se ne indichi co@ lintersezione con
'assey.
2. Si determini 'equazione cartesiana del luogo gelaoe descritto dal punto medid del

segmentd’Q al variare dP.

2-x?

241- %2

3. Si studi e si rappreserfd avendo trovato che la sua equaziong &:

PROBLEMA 2

Il trapezio ABCD € isoscele e circoscritto ad un cerchio di raghidSi ponga la base minore
CD =2x

1. Siprovi che e:AB= 2
X

2. Si dimostri che il volume del solido, ottenuto datbtazione completa del trapezio attorno

. . . 2
alla base maggiore, assume il valore m|n|mo>plar7

3. In corrispondenza di tale valore di x, si calctdiréa del quadrilatero avente per vertici i

guattro punti in cui il trapezio e tangente al bévc
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QUESTIONARIO

1.

Le misure dei lati di un triangolo sono 10, 24 ec®6. Si calcolino, con l'aiuto di una
calcolatrice, le ampiezze degli angoli del triamga@pprossimandole in gradi e primi
sessagesimali.

Si calcoli e Si interpreti geometricamente linteigr definito:

+1
j ! Sax
21+ X

La capacita di una damigiana di vino € pari a guelkkl massimo cono circolare retto

inscritto in una sfera di raggi®d&m Si dica quantiitri di vino la damigiana puo contenere.

. Si dia un esempio, almeno, di polinonk¢x) il cui grafico tagli la rettay =3 in 3 punti

distinti.

Quanti sono i numeri di quattro cifre (distinte lbao) che e possibile scrivere utilizzando le
cifre dispari?

Si determinino le costanti a,b,c in modo che leveudi equazionif(x)=x*>+ax+b e
g(x)=x3+c siano tangenti nel punto A(1, 0). Si determinigliazione della tangente

comune.

. Il cono W e il cilindro T, circolari retti, hannaguale raggia di base e uguale altezza h. Si

calcoli il limite del rapporto delle rispettive senfici totali al tendere di a zero.
Si provi che le espressioryi= 25|n(x + Ej e y =+/3sin(x)+cogx) definiscono la stessa

funzionef . Dif si precisi: dominio, codominio e periodo.

Durata della prova: 6 ore.

Non é consentito lasciare I'lstituto prima che siérascorse 3 ore dalla dettatura del tema.

E consentito I'uso della calcolatrice non prograrhitea
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PROBLEMA 1

L’ellisse X ha equazionex® +4y*> =4 eP(a, k), con b= 0, & un suo punto.

Punto 1

Si determini 'equazione della tangente aZ in P e se ne indichi corQ I'intersezione con l'asse

y.
1
Il punto P=(ab), essendd?=0, ha coordinatepz(ai\ﬂ‘azj. L’equazione dell’ellisse in
17—
forma implicita e Y = iE 4-x* ¢ la parte di essa che ci interessa € quelladetarminazione
" y_l /4_X2 . . ‘yl_l —X Lo . .
positiva > la cui derivata e 5 —W . il coefficiente angolare della retta

1 1 -a
tangente all’ellisse inpz(a,a\ﬂ—azj e mZEEE4—aZJ' La retta tangente ha equazione

y-ltﬁ 4 j(x a)+ 12 az‘ltﬁ X J+( 2 j Il punto O di intersezione dell
=[] — — - =— . unto | INntersezione adella
2 d4—a2 2 2 \/4—82 \14—3.2 P Q

) _ 2
tangente con I'asse delle ordinat®& | 0——|.
a

2,00
1,73
1,50
1,23
1,00
0,75
Q.50
0,23
0,00
0,23
-0,.30
-,75
=100
-1.23
-1.50
-1.73
-2,00
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Punto 2
Si determini 'equazione cartesiana del luogo geortreco Q descritto dal punto medioM del

segmentoPQ al variare di P.

_(g 8-a’
2" gfa-a?

'equazione cartesiana del geometrieaescritto dal punto medid del segment®Q al variare di

Xp ¥ X5 Y T Yo
2 2

Il punto M, medio tra P e Q, ha coordinawb:[ , J Per trovare

_a

P risolviamo il sistem ricavando una funziong = g(x). Il sistema si riscrive nel

8-a’

4-a’

a=2x
modo seguente ~ 8-a® da cui si ricava, sostituendo la prima equazioekanseconda,
44-a®
_ 8-4x? _4(2—x2)_ (2—x2)
()= =),
MWa-4x2 8f1-x2 241-x

y=9

Punto 3

2-x?

241- %2

Si studi e si rappresentiQ avendo trovato che la sua equazione &/ =

_ 2
Studiamo la funzioney = M
241-x?
Dominio: 1-x*>0 xD]— l][
W2
Intersezioni asse xy = M =0 (2_ Xz): 0= x=+/2 che non appartengono al dominio,
241-x?

per cui non esistono intersezioni con l'asse didigsse.

Intersezioni asse x=0= y=1

R - x? 2-x%)>0 . . . N
Positivita: y = 2-X) 0~ {( ) - xD]—l;I[ per cui la funzione & sempre positiva nel

21-%° —l<x<1

dominio di definizione.

Asintoti verticali: la funzione presenta due asintoti verticali di a&one x=zx1. Infatti
. (2-x2 . (2-x?

||mi—l = ||m+i—l = 400

L 2N1-x2 T 241 XP

Asintoti orizzontali;per come é definita la funzione non presenta asintizzontal

Asintoti obliqui:per come € definita la funzione non presenta asioldiqui
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. . . 2—-Xx° x® .
Crescenza e decrescenta derivata prima della fun2|on}§z‘=l—l —————— per cui

-x*) o
21— x? =Y 2(1_)(2)%

la funzione é strettamente crescentéO,ﬂ{ e strettamente decrescentd-iﬁl,o[.

. . . . 2-x?) x>
Concavita e convessitéa derivata seconda della funzioge= i—zl ey'= 3—5 che nel
1-x

2/1-x* 2(1— x2) 2

dominio di definizione & sempre positiva eccettoin 0 in cui si annulla. Visto che sia la derivata
prima che seconda si annullano = , Per decidere la natura del punto di ascissa 0

dobbiamo calcolare le derivate successive. La dt&xivterza e quarta sono rispettivamente

2 2 4
u-:ﬁzJ’_gf),y'V = g2+ 21x +912X ) e si nota chey'(0)=0,y" (0)=3>0 per cui(01) &
2f-x2)? 2~ x2)

un punto di minimo relativo ed assoluto.

Il grafico della funzione é di seguito riportato:

3,00 o
2,75
2,50
2,25
2,00
1,75
1,50
1,25

1,00

0,73
0,50

0,25

£ G

-1,50
-1,75
-1,00
-0,75
—0,50
-0,25
0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,75
1,50
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PROBLEMA 2
Il trapezio ABCD ¢ isoscele e circoscritto ad un cerchio di raggib. Si ponga la base minore
CD =2x

Punto 1

Si provi che é: AB = 2
X

Si consideri la figura seguente:

Per il teorema sulle secanti ad una circonferenzs KB = GB,HC = CG = x. Ponendo allora
KB=GB=y con y>x, si haCB=x+Yy,FB=KB-KF =y-x, e per il teorema di Pitagora
applicato al triangolo CFB si h&€F +FB  =CB  dove CF =2. Sostituendo i valori si ha:

4+(y-x)* =(x+y)* da cui si ricavay = e poiché AB = 2[KB = 2y si ricavaAB = 2
X X

Punto 2
Si dimostri che il volume del solido, ottenuto da#l rotazione completa del trapezio attorno alla

. . - 2
base maggiore, assume il valore minimo pex = >

Il solido ottenuto dalla rotazione completa dep&zio attorno alla base maggiore, € formato da un
cilindro e da due coni. Per simmetria i due comrwalo stesso volume, per cui il volume totale € la
somma del volume del cilindro e del doppio del wadudi uno dei due coni.

Consideriamo a tal riguardo la figura sottostargppresentante la rotazione intorno alla base

maggiore AB del trapezio isoscele ABCD:

D C
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Per le considerazioni sopra effettuate Si ha

IR
v=v(CDD'c')+2v(ADD')=(nﬁz)ﬁu ’Tm; EFB:(nﬁz) E%ﬁj e

2
—=2X
sostituendo i valori si h&(x) = 477 ox+2| X =4ﬂ[ﬁ2x+£—ng =8—7T[€2x+1j con
3| 2 3x 3 3 X
. : : . 8 1 .
la condizionex > 0. Lo derivata prima del volume \&'(x) = == 2-— | da cui si deduce che la
X

: . .2 142 ,
funzione volume é strettamente deCI’eSCGHt%QH\/Z—_{, strettamente crescente Jﬂ\/zlﬁo{ e Si

annulla inxzﬂ; inoltre V" Q = 8—”[€%j = 32\E”>O per cui xzﬂ e I'ascissa
2 2 3 \x' /] 2 3 2

\/Ejzl&/iﬂ

del minimo del volume. Il volume minimo\l{7 3

Punto 3

In corrispondenza di tale valore di x, si calcoli’area del quadrilatero avente per vertici i
quattro punti in cui il trapezio e tangente al cerdio.

Si consideri la figura seguente:

D __H_ ¢
L G
I
C?I
I
1
1
A K- F B

L’area del quadrilatero HLKG la si puo calcolarer@differenza tra I'area del trapezio e I'area dei
4 triangolini DHL, HCG, LAK e GKB. Per simmetria &ee di DHL e HCG coincidono cosi come

sono uguali le aree di LAK e GKB. Con H_C:ﬁzg, si ha
FB=KB-KF =(2- 12 =2 G5 &2+ﬁ32=¥.



Soluzioni a cura di Nicola De Rosa

Per il teorema sui triangoli rettangoli si hféB:arcsi{%j:arcsir@j, da cui

FéC:I—ZT—arcsir@j e HéG:7—27+arcsirgj. Di conseguenza larea di HCG e

A(HCG)= % [HC BIH(E + arcsv@n == Eﬁ—j E:o{arcsv( j == E{/ﬁl \/6_ larea di
o« o T w12

L'area del trapezio & A(ABCD)=%E2 2+2\/§)=3\/§ per cui in conclusione

A(HLKG)=3V2 - 2[E—+—J 32 - 2[{5\/} 4z,
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QUESTIONARIO

Quesito 1
Le misure dei lati di un triangolo sono 10, 24 e 2@8m . Si calcolino, con l'aiuto di una
calcolatrice, le ampiezze degli angoli del triangol approssimandole in gradi e primi

sessagesimali.
Il triangolo di lati a=10, b=24 e c=26né rettangolo in quanto® = a® +b?, per cui dettia, 8 gli

angoli alla base del triangolo che si oppongon@etitvamente ai lati a e b, si ha

a = arcsi a = arcsi > [122°37', 8 = arcsi b = arcsi 12 067°23.
c 13 c 13

Quesito 2
Si calcoli e Si interpreti geometricamente l'integale definito:
+1
1
j >ax
41+X
1 Integrando "
, . 1 pari 1 T
I valore dellintegrale & I = [——dx = 2[——dx=2arctar{x)]; = 2arctar{) == e
L1+ x o1+ X 2
rappresenta I'area sottesa dalla funzione inte@rafr(d) = > nell'intervallo [-1,1].
+ X
Z F 3
2] 1 .
_1.,\_-’,‘.‘_;(
Sl+x”
1
0 >
-1

Quesito 3
La capacita di una damigiana di vino € pari a qued del massimo cono circolare retto inscritto
in una sfera di raggio ® cm Si dica quantilitri di vino la damigiana puo contenere.

Si consideri la figura seguente:
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Sia OH = x[cm] con 0 < x < 60, per il teorema di PitagoriB” = 3600~ x2, per cui il volume del

\ 1{ —2\— 7 , . .
cono & V(x) :EEGITEHB )EDH :§Eﬁ3600—x )fx+60). Il volume massimo lo calcoliamo
attraverso lo studio della derivata prima:
V' (x) :g (3600~ x2)- 2x[fx + 60)] = g - 3x ~120x + 3600 = 770{x + 60)(20~ X) .

Ora con la limitazion® < x< 668i ha:

V'(x) = 770{x + 60)(20 - x) > 0= 0 < x < 20 = funzionevolumestrettametecrescentén |0,2q
V'(x) = 77{x + 60)(20 - x) < 0 = 20< x < 60 = funzionevolumestrettametedecrescerein |20,6(
V'(x) = 7z[{x +60)(20- x) =0 = x = 20

Inoltre V''(20) = 77{- 2x - 40),_,, = -8077< 0 per cui il volume & massimo pet= 20 vale

2560007 [C

Vi =V(20) = m3]. Ora ricordando chellitro =1dm® =100&n? si ricava che la

damigiana puo contene(ez%ﬂjlitri 0268.1litri .

Quesito 4

Si dia un esempio, almeno, di polinomid®(x) il cui grafico tagli la retta y=3 in 3 punti

distinti.

Il polinomio Q(x) = x[{x-1)[{x - 2) interseca I'asse delle ascisse di equazipre neiQpunti di
ascissax=1,x=1x= 2per cui il polinomio P(x)=Q(x)+3=x[{x-1){x-2)+3 interseca la

retta'y = 3nei punti ad ascissa=1,x=1x= @&d i punti di intersezione sor{6,3),(13),(23).

10
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b /
~_

Plx|=x-x-1)lx-2)+3

y=3

Quesito 5

Quanti sono i numeri di quattro cifre (distinte tra loro) che €& possibile scrivere utilizzando le
cifre dispari?
Per calcolare quanti numeri di 4 cifre distinteasgbile scrivere utilizzando le sole 5 cifre dispa

{13579} bisogna applicare la legge delle disposizioni dimingi n elementi distinti di classe k

v T!k)! . Nel caso in esame si i, , :ﬁ =51=120.

conk<n: D, =

Quesito 6

Si determinino le costanti a,b,c in modo che le cue di equazioni f(x)=x*+ax+b e

g(x) = x® + ¢ siano tangenti nel punto A(1, 0). Si determini I'guazione della tangente comune.

Entrambe le curve passano per A(1,0) per cui Im@mlue condizioni sui coefficienti incogniti si

ricavano dall’'appartenenza di A(1,0) ad entrambeic®@ a+b=-1,c=-1. La condizione di

tangenza delle due curve in A(1,0) si traduce agbfche la retta tangente in A(1,0) € la stessa pe

entrambe e quindi basta calcolare i coefficiengdari delle rette tangenti in A(1,0) alle due airv
ed eguagliarli. Il coefficiente angolare della tangg in A(1,0) alla curvaf (x)=x2 +ax+b e

m=(2x+a),., =a+2 mentre il coefficiente angolare della tangente in A(1,0) aflarva
g(x) =x*+c ém= (3X2)X:l = 3; dall’'uguaglianza dei due coefficienti angolari k@@mo a=1 e
in ultimo daa+b = - 1si ricavab = - 2 Le due curve sono allor&(x) = x> +x-2 e g(x) = x* -1

e la tangente in A(1,0) ha equaziope 3(x-1).

11
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3 F 1

—fl_:x_'l= xt+x-2

— glx}=x"-1

— ¥=3x-1)

Quesito 7
Il cono W e il cilindro T, circolari retti, hanno uguale raggior di base e uguale altezza h. Si
calcoli il limite del rapporto delle rispettive superfici totali al tendere di r a zero.

La superficie totale del cono e
SN :SN,IateraIe-*-ABase:IT|]Di-*-n-EZ =t [ﬂr'*'a):ﬂﬁ [ﬁr +\/I’2+h2) mentre quella del

cilindro & S; = S; ere + 2Pgase = 2770 Th+ 7708 % = 77 [fr +2h). 1l rapporto tra le due superfici

_ Eﬁr+x/r2+h2)_ (r+\/r2+h2)

2 2
totali & f (r,h) = = per cuilim f (r,h) = lim LX) 1
it r +2h) (r +2h) -0 -0 (r +2h) 2
Quesito 8

Si provi che le espressioniy:ZSin(x+%Tj e y=+/3sin(x)+cogx) definiscono la stessa

funzionef . Dif si precisi: dominio, codominio e periodo.

Sfruttando le  proprieta del seno di  somma di due gokn si  ha

y= Zsin(x + 7—9 =2 EEsin(x) Eo{gj +cogx) Eﬁ;in[%ﬂ =2 EEsin(x) E—I\/; +cogx) G% =/3sin(x) + co{x)

Il dominio & banalmente tutto I'insieme R dei nunteali, mentre il codominio e l'intervallo [-2,2]

dal momento che la funzione seno € limitata inlf;Imentre il periodo &7 .
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