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ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO 

CORSO SPERIMENTALE 

Tema di: MATEMATICA 

a. s. 2010-2011 

 

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario. 

 

PROBLEMA 1 

Sia f  la funzione definita sull'insieme R dei numeri reali da ( )
1

2
4ln

+
++=

xe
xxf  e sia Γ  la sua 

rappresentazione grafica nel sistema di riferimento Oxy. 

1. Si determini il limite di ( )xf  per x che tende a ∞+  e a ∞− . Si calcoli ( ) ( )xfxf −+   e si 

spieghi perché dal risultato si può dedurre che il punto ( )4ln1,0 +A  è centro di simmetria di 

Γ .  
2. Si provi che, per tutti i reali m, l'equazione ( )  mxf =  ammette una e una sola soluzione in R. 

Sia α  la soluzione dell'equazione ( ) 3=xf ; per quale valore di m il numero  α−  è 

soluzione dell'equazione ( )  mxf = ?  

3. Si provi che, per tutti gli x reali, è:  ( )
1

2
4ln2

+
−++=

x

x

e

e
xxf . Si provi altresì che la retta r 

di equazione 4ln+= xy  e la retta s di equazione 4ln2 ++= xy sono asintoti di Γ  e che Γ  

è interamente compresa nella striscia piana delimitata da r e da s.  

4. Posto ( ) ( )[ ]∫ −−=
β

β
0

4ln dxxxfI , si calcoli: ( )β
β

I
+∞→

lim . Qual è il significato geometrico del 

risultato ottenuto? 

 

PROBLEMA 2 

Per il progetto di una piscina, un architetto si ispira alle funzioni f e g definite, per tutti gli x reali, 

da:  

( ) ( ) xxgxxxf
2

sin                 e               163 π
=−=  

1. Si studino le funzioni f e g e se ne disegnino i rispettivi grafici in un conveniente sistema di 

riferimento cartesiano Oxy. Si considerino i punti del grafico di g a tangente orizzontale la 

cui ascissa è compresa nell'intervallo [ ]10,10−  e se ne indichino le coordinate.  

2. L'architetto rappresenta la superficie libera dell'acqua nella piscina con la regione R 

delimitata dai grafici di f e di g sull'intervallo [ ]4,0 . Si calcoli l'area di R.  

3. Ai bordi della piscina, nei punti di intersezione del contorno di R con le rette 15−=y  e 

5−=y , l'architetto progetta di collocare dei fari per illuminare la superficie dell'acqua. Si 

calcolino le ascisse di tali punti (è sufficiente un'approssimazione a meno di 110− ) 

4. In ogni punto di R a distanza x dall'asse y la misura della profondità dell'acqua nella vasca è 

data da ( ) xxh −= 5 . Quale sarà il volume d'acqua nella piscina? Quanti litri d'acqua saranno 

necessari per riempire la piscina se tutte le misure sono espresse in metri?  
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QUESTIONARIO 

1. Silvia, che ha frequentato un indirizzo sperimentale di liceo scientifico, sta dicendo ad una 

sua amica che la geometria euclidea non è più vera perché per descrivere la realtà del 

mondo che ci circonda occorrono modelli di geometria non euclidea. Silvia ha ragione? Si 

motivi la risposta.  

2. Si trovi il punto della curva xy =  più vicino al punto di coordinate ( )0,4 .  

3. Sia R la regione delimitata, per [ ]π,0∈x  dalla curva xy sin=  e dall'asse x e sia W il solido 

ottenuto dalla rotazione di R attorno all'asse y. Si calcoli il volume di W  

4. Il numero delle combinazioni di n oggetti a 4 a 4 è uguale al numero delle combinazioni 

degli stessi oggetti a 3 a 3. Si trovi n  

5. In una delle sue opere G. Galilei fa porre da Salviati, uno dei personaggi, la seguente 

questione riguardante l'insieme N dei numeri naturali ( "i numeri tutti"). Dice Salviati: «....se 

io dirò, i numeri tutti, comprendendo i quadrati e i non quadrati, esser più che i quadrati soli, 

dirò proposizione verissima: non è così?». Come si può rispondere all'interrogativo posto e 

con quali argomentazioni?  

6. Di tutti i coni inscritti in una sfera di raggio 10 cm, qual è quello di superficie laterale 

massima?  

7. Un test d'esame consta di dieci domande, per ciascuna delle quali si deve scegliere l'unica 

risposta corretta fra quattro alternative. Quale è la probabilità che, rispondendo a caso alle 

dieci domande, almeno due risposte risultino corrette?  

8. In che cosa consiste il problema della quadratura del cerchio? Perché è così spesso citato?  

9. Si provi che, nello spazio ordinario a tre dimensioni, il luogo geometrico dei punti 

equidistanti dai tre vertici di un triangolo rettangolo è la retta perpendicolare al piano del 

triangolo passante per il punto medio dell'ipotenusa. 

10. Nella figura a lato, denotati con I, II e III, sono  

disegnati tre grafici. Uno di essi è il grafico di  

una funzione f, un altro lo è della funzione  

derivata f’ e l'altro ancora di f’’.  

Quale delle seguenti alternative identifica  

correttamente ciascuno dei tre grafici?  

f f' f'' 

A) I II III 

B) I III II 

C) II III I 

D) III II I 

E) III I II 

Si motivi la risposta. 
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PROBLEMA 1 

Sia f  la funzione definita sull 'insieme R dei numeri reali da ( )
1

2
4ln

+
++=

xe
xxf  e sia Γ  la 

sua rappresentazione grafica nel sistema di riferimento Oxy. 
 

Punto 1 

Si determini il limite di ( )xf  per x che tende a ∞+  e a ∞− . Si calcoli ( ) ( )xfxf −+   e si 

spieghi perchè dal risultato si può dedurre che il punto ( )4ln1,0 +A  è centro di simmetria di 

Γ .  

La funzione ( )
1

2
4ln

+
++=

xe
xxf  è definita in tutto R in quanto 01 >+xe  Rx∈∀  per cui ha 

senso calcolare i limiti agli estremi del dominio. 

Poichè +∞=
+∞→

x

x
elim  e 0lim =

−∞→

x

x
e

 

si ha 0
1

2
lim =

++∞→ xx e
 e 0

1

2
lim =

+−∞→ xx e
 per cui 

+∞=







+

++
+∞→ 1

2
4lnlim

xx e
x  e −∞=








+

++
−∞→ 1

2
4lnlim

xx e
x . 

Calcoliamo la somma ( ) ( )xfxf −+ . Si ha:  

( ) ( )

( ) ( )14ln2
1

12
4ln2

1

2

1

2
4ln2

1

2

1

2
4ln2

1

2
4ln

1

2
4ln

+=
+

+
+=

+
+

+
+=

=
+

+
+

+=







+

++−+







+

++=−+
−−

x

x

x

x

x

xxxx

e

e

e

e

e

eee
x

e
xxfxf

 

Ricordiamo che due punti ( ) ( )','',, yxPyxP  sono simmetrici rispennto a un punto ( )AA yxA ,  se A è 

il punto medio del segmento PP’, cioè se 










+
=

+
=

2

'

2

'

yy
y

xx
x

A

A

. Consideriamo quindi i due punti 

( )( ) ( )( )xfxPxfxP −− ,',,  appartenenti al grafico Γ : essi si corrispondono nella simmetria di centro 

A in quanto 
( ) ( ) 




+=

=
⇔










−+
=

−
=

4ln1

0

2

2

A

A

A

A

y

x

xfxf
y

xx
x
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Punto 2 

Si provi che, per tutti i reali m, l'equazione ( )  mxf =  ammette una e una sola soluzione in R. 

Sia α  la soluzione dell'equazione ( ) 3=xf ; per quale valore di m il numero  α−  è soluzione 

dell'equazione ( )  mxf = ?  

Osserviamo che la funzione ( ) ( ) mxfxg −=  è continua in tutto R ed ha limite ∞+  se +∞→x  e 

∞−  se −∞→x  per cui a norma del teorema degli zeri per le funzioni continue esiste almeno un 

valore di x per cui ( ) ( ) 0=−= mxfxg  e cioè ( ) Rmmxf ∈∀=   . Inoltre la derivata della funzione 

( ) ( ) mxfxg −=  coincide con quella di ( )xf  che è pari a ( )
( ) ( )2

2

2
1

1

1

2
1'

+

+
=

+
−=

x

x

x

x

e

e

e

e
xf  e che 

quindi risulta essere sempre positiva; in conclusione la funzione ( )xf  , e quindi ( ) ( ) mxfxg −= , è 

strettamente crescente in tutto il dominio R da cui deduciamo che esiste un’unica soluzione 

dell’equazione ( ) Rmmxf ∈∀=   . 

Se ( ) 3=αf  dalla relazione ( ) ( ) ( )14ln2 +=−+ xfxf  ricaviamo 

( ) ( ) 14ln234ln224ln22 −=−+=−+=− αα ff  per cui il valore di m tale per cui ( ) mf =−α  è 

.14ln2 −=m  

Punto 3 

Si provi che, per tutti gli x reali, è:  ( )
1

2
4ln2

+
−++=

x

x

e

e
xxf .  

Si provi altresì che la retta r di equazione 4ln+= xy  e la retta s di equazione 

4ln2 ++= xy sono asintoti di Γ  e che Γ  è interamente compresa nella striscia piana 

delimitata da r e da s.  

 

Poichè 
1

2
2

1

2

+
−=

+ x

x

x e

e

e
 deduciamo che ( )

1

2
4ln

+
++=

xe
xxf  può essere scritta anche come 

( )
1

2
4ln2

+
−++=

x

x

e

e
xxf . 

Per provare che lerette di equazione 4ln+= xy  e 4ln2 ++= xy  sono asintoti per la funzione 

( )
1

2
4ln

+
++=

xe
xxf , calcoliamone gli asintoti obliqui. Essi avranno equazione qmxy +=  con 

( ) ( )[ ]mxxfq
x

xf
m

xx
−=




=
±∞→±∞→

lim,lim ; calcoliamo prima l’asintoto obliquo destro, si ha: 
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( )
( ) 1

1

24ln
limlim =









+
+

+
=




=
+∞→+∞→ xxx exx

x

x

xf
m  in quanto 1

4ln
lim =







 +
+∞→ x

x

x
 e 

( ) 0
2

1

2
lim =

∞+
=









++∞→ xx ex
; il coefficiente q vale ( )[ ] 4ln

1

2
4lnlimlim =








+

+=−=
+∞→+∞→ xxx e

xxfq  per 

cui l’asintoto obliquo destro ha equazione 4ln: += xyr . Calcoliamo analogamente l’asintoto 

obliquo sinistro, sfruttando in questo caso che la funzione può essere scritta come 

( )
1

2
4ln2

+
−++=

x

x

e

e
xxf  , si ha:  

( )
( ) 1

1

24ln2
limlim =









+
−

++
=




=
−∞→−∞→ x

x

xx ex

e

x

x

x

xf
m  in quanto 1

4ln2
lim =







 ++
−∞→ x

x

x
 e 

( ) 0
1

2
lim =









+−∞→ x

x

x ex

e
 in quanto  ( ) 0

1
lim,0

1

2
lim =




=








+ −∞→−∞→ xe

e

xx

x

x
;  il coefficiente q vale 

( )[ ] 4ln
1

2
4ln2limlim =









+
−+=−=

−∞→+∞→ x

x

xx e

e
xxfq  in quanto  ( ) 0

1

2
lim =









+−∞→ x

x

x e

e
 per cui l’asintoto 

obliquo sinistro ha equazione 4ln2: ++= xys . 

Per dimostrare che il grafico della funzione sia compreso tra gli asintoti notiamo che 

( ) 4ln
1

2
4ln +>

+
++= x
e

xxf
x

 in quanto 0
1

2
>

+xe
 per cui il grafico di ( )xf  sta al di sopra 

dell’asintoto 4ln+= xy ; inoltre ( ) 4ln2
1

2
4ln2 ++<

+
−++= x
e

e
xxf

x

x

 in quanto 0
1

2
<

+
−

x

x

e

e
 

per cui il grafico di ( )xf  sta al di sotto dell’asintoto 4ln2 ++= xy ; da queste considerazioni 

segue quanto richiesto. Di seguito il grafico della funzione e dei due asintoti nello stesso riferimento 

cartesiano: 
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Punto 4 

Posto ( ) ( )[ ]∫ −−=
β

β
0

4ln dxxxfI , si calcoli: ( )β
β

I
+∞→

lim . Qual è il significato geometrico del 

risultato ottenuto? 

L’integrale ( )βI  può essere interpretato geometricamente come l’area della regione di piano 

delimitata dall’asse y, dalla retta di equazione β=x , dall’asintoto r e dal grafico di Γ . Calcoliamo 

ora esplicitamente l’integrale richiesto: ( ) ( )[ ] ∫∫ 







+

=−−=
ββ

β
00

1

2
4ln dx

e
dxxxfI

x
. Effettuando la 

sostituzione txet x ln=→= , gli estremi inferiore e superiore diventano 

ββ etxtx =→==→= ,10  per cui l’integrale si scrive ( )
( )∫∫ +

=







+

=
ββ

β
e

x
dt

tt
dx

e
I

10
1

2

1

2
. 

L’integrando 
( )1
2

+tt
 può essere scrittocome 

( )







+
−

1

22

tt
 per cui l’integrale diventa 

( )
( )

2ln2
1

ln2
1

ln2
1

22

1

2

111

+








+
=








+

=







+

−=
+

= ∫∫ β

β
βββ

β
e

e

t

t
dt

tt
dt

tt
I

eee

. 

Passando al limite per +∞→β  si ha 

( ) 2ln22ln21ln22ln2
1

limln22ln2
1

ln2limlim =+=+
















+
=








+









+
=

+∞→+∞→+∞→ β

β

ββ

β

ββ
β

e

e

e

e
I  che 

rappresenta l’area della regione di piano illimitata delimitata dall’asse y, dall’asintoto r e dal grafico 

di Γ .   
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PROBLEMA 2 

Per il progetto di una piscina, un architetto si ispira alle funzioni f e g definite, per tutti gli x reali, 

da:  

( ) ( ) xxgxxxf
2

sin                 e               163 π
=−=  

Punto 1 

Si studino le funzioni f e g e se ne disegnino i rispettivi grafici in un conveniente sistema di 

riferimento cartesiano Oxy. Si considerino i punti del grafico di g a tangente orizzontale la cui 

ascissa è compresa nell'intervallo [ ]10,10−  e se ne indichino le coordinate.  

Studiamo la funzione ( ) xxxf 163 −= : 

• Dominio:R 

• Intersezione ascisse: ( ) ( )( ) ;4040440163 =∨=∨−=⇒=+−⇒=−= xxxxxxxxxf  

• Intersezioni ordinate: ( ) 000 =⇒= fx ; 

• Simmetrie: la funzione è dispari in quanto somma di funzioni dispari; infatti 

( ) ( ) ( ) ( )xfxxxxxf −=+−=−−−=− 1616 33
; 

• Positività: la cubica ( ) xxxf 163 −=  è fattorizzabile in ( ) ( )162 −= xxxf ; lo studio del segno 

dei singoli fattori e della funzione stessa sono rappresentati nel quadro a lato: 

 

( )
( ) 404016

44016

0

3

2

>∨<<−⇒>−=

>∨−<⇒>−

>

xxxxxf

xxx

x

 

• Asintoti verticali: non ve ne sono in quanto il dominio è R; 

• Asintoti orizzontali: ( ) ±∞=
±∞→

xf
x
lim  per cui non ve ne sono; 

• Asintoti obliqui: non ve ne sono in quanto 
( )

+∞=
−∞→ x

xf

x
lim   

• Crescenza e decrescenza: la derivata prima è ( ) 163' 2 −= xxf  per cui è strettamente crescente 

in 









+∞∪










−∞− ,

3

34

3

34
,  e strettamente decrescente in 










−

3

34
,

3

34
 per cui 











−

9

3128
,

3

34
 è un massimo e 










−

9

3128
,

3

34
 è un minimo come raffigurato nel quadro 

dei segni: 

16

     

2 −x

x
 

4−  4+   x 

 + - -               + 

+ + -             - 

- + + - 
0 
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3

34
−  

 x    

           

minimo 

3

34
 

 

massimo 

0 
   x 

flesso 

- + 

( )

( )

( )
3

34
0'

3

34

3

34
0'

3

34

3

34
0'

±=⇒=

<<−⇒<

>∨−<⇒>

xxf

xxf

xxxf

 

 

• Concavità e convessità: ( ) xxf 6'' =  per cui la funzione ha concavità verso l’alto in ( )+∞,0  e 

verso il basso in ( )0,∞−  quindi ( )0,0F  è un flesso a tangente obliqua di equazione xy 16−= . 

 

( )
( )
( ) 00''

00''

00''

=⇒=

<⇒<

>⇒>

xxf

xxf

xxf

 

 

Il grafico è di seguito presentato: 

 

La funzione ( ) 






= xxg
2

sin
π

 è una classica funzione sinusoidale, dispari, di periodo 4=T  che 

interseca l’asse delle ascisse nei punti kx 2=  con Zk∈  e il grafico è il seguente: 
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I punti di ( )xg  a tangente orizzontale sono i punti in cui si annulla la derivata prima 

( ) 






= xxg
2

cos
2

'
ππ

 e cioè ( ) 12
2

1

2
0

2
cos

2
' +=→







 +=→=






= kxkxxxg π
πππ

 con Zk∈  e 

nell’intervallo [ ]10,10−  i punti sono  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,9,1,7,1,5,1,3,1,1,1,1,1,3,1,5,1,7,1,9 −−−−−−−−−−  

Alternativamente, poichè i punti a tangente orizzontale sono i massimi e i minimi della sinusoide, si 

avrà: 

• Massimi: kxkxx 412
22

1
2

sin +=⇒+=⇒= π
πππ

 con Zk∈  

• Minimi: kxkxx 432
2

3

2
1

2
sin +=⇒+=⇒−= π

πππ
 con Zk∈  

Nell’intervallo [ ]10,10−  comprendente 5 periodi ci sono cinque massimi e cinque minimi: i 

massimi hanno ascissa kx 41+=  con 

2,1,0,1,2
4

9

4

11
104110 −−=⇒∈∧<<−⇒∈∧<+<− kZkkZkk  ed ordinata 1=y  e sono 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,9,1,5,1,1,1,3,1,7 −− ; i minimi hanno ascissa kx 43+=  con 

1,0,1,2,3
4

7

4

13
104310 −−−=⇒∈∧<<−⇒∈∧<+<− kZkkZkk  ed ordinata 1−=y  e sono 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,7,1,3,1,1,1,5,1,9 −−−−−−−− . Abbiamo così ritrovato gli stessi punti precedentemente 

calcolati. 

Punto 2 

L'architetto rappresenta la superficie libera dell'acqua nella piscina con la regione R 

delimitata dai grafici di f e di g sull'intervallo [ ]4,0 . Si calcoli l'area di R.  
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La regione R è di seguito presentata: 

 

Dalla figura soprastante si evinche chiaramente che il grafico gG in [ ]4,0  sta sempre al di sopra del 

grafico fG ; tuttavia prima di procedere al calcolo mostriamo analiticamente che ( ) ( )xgxf ≤  

[ ]4,0∈∀x . 

Nell’intervallo [ ]2,0  la disuguaglianza è verificata in quanto dal segno di entrambe deduciamo che 

( ) ( )xgxf ≤≤ 0 .  

Nell’intervallo 





2

5
,2  la funzione ( ) ( ) 1sin −≥= xxg π  in quanto la funzione seno ha come 

codominio [ ]1,1−  mentre la funzione ( ) xxxf 163 −=  è concava verso l’alto in quanto ha derivata 

seconda ( )  6'' xxf = positiva e, inoltre, poichè ( ) 1
8

195

2

5
,1242 −<−=







−<−= ff  per convessità 

è minore di 1−  in tutto 





2

5
,2 . 

Per dimostrare che vale la disuguaglianza ( ) ( )xgxf ≤  anche in 





4,

2

5
 notiamo innanzitutto che 

entrambe le funzioni sono crescenti per cui vale la seguente catena di disuguaglianze: 

( ) ( ) ( )xffgxxg '
2

5
'

4

11

2
4'

2
cos

2
' ≤







≤≤=≤






=
πππ

 

da cui deduciamo ( ) ( ) 




∈∀≤ 4,
2

5
  '' xxfxg  . 

Ora poiché ( ) ( ) 044 == gf  vale la seguente disuguaglianza: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xgdttggdttgdttfdttffxf
xx

tftg

xx

=−=−≤−=−= ∫∫∫∫
≤ 44''44

'4'''4  

cioè ( ) ( )xgxf ≤  anche in 





4,

2

5
; in conclusione abbiamo provato che ( ) ( )xgxf ≤  [ ]4,0∈∀x . 

In definitiva  l’area richiesta vale 

( ) ( ) ( )[ ]

( )
64

2
12864

2
8

4

cos2

16
2

sin

4

0

2
4

4

0

3

4

0

=






−−






 +−−=







+−−=

=







+−







=−= ∫∫

πππ
π

π

x
xx

dxxxxdxxfxgRS

 

Punto 3 

Ai bordi della piscina, nei punti di intersezione del contorno di R con le rette 15−=y  e 

5−=y , l'architetto progetta di collocare dei fari per illuminare la superficie dell'acqua. Si 

calcolino le ascisse di tali punti (è sufficiente un'approssimazione a meno di 
110−
) 

Dobbiamo risolvere le equazioni ( ) 15−=xf  e ( ) 5−=xf .  

Risolviamo prima ( ) 15−=xf  e cioè 

( )( ) 4,3
2

611
4,4

2

611
101511516 321

23 ≅
+−

=∨−≅
±−

=∨=⇒=−+−=+− xxxxxxxx . 

I punti sono, quindi, ( ) 









−

−−
=










−

+−
=−= 15,

2

611
,15,

2

611
,15,11 CBA  di cui solo 

( ) 









−

+−
=−= 15,

2

611
,15,11 BA  appartengono al bordo della piscina in quanto le rispettive ascisse 

sono interne all’intervallo [ ]4,0 . 

Risolviamo ora ( ) 5−=xf  e cioè ( ) 05163 =+−= xxxh ; dal grafico della cubica ci rendiamo 

subito conto che le intersezioni con la retta du equazione 5−=y  nell intervallo [ ]4,0  sono 2.  

Poichè ( ) ( ) 01,00 <> hh , per il teorema degli zeri la prima soluzione appartiene a ( )1,0 . 

Analogamente, poichè ( ) ( ) 04,03 >< hh  , per il teorema degli zeri,  la seconda soluzione appartiene 

a ( )4,3 .  

Calcoliamo la prima soluzione 10 1 << x  mediante il metodi di bisezione; di seguito la tabella 

riportante tutti i passi dell’algoritmo: 
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a b ( )ah  ( )bh  2

ba
xm

+
=  ( )mxh  

0 1,000 5,000 -10,000 0,5 -2,875 

0 0,5 5,000 -2,875 0,25 1,016 

0,25 0,5 1,016 -2,875 0,375 -0,947 

0,25 0,375 1,016 -0,947 0,3125 0,031 

0,3125 0,375 0,031 -0,947 0,34375 -0,459 

 

Dalla tabella soprastante si evince che a meno di un decimo la soluzione accettabile è 3,01 ≅x .  

Calcoliamo la seconda soluzione 2x  ricorsivamente mediante la formula di Newton-Raphson 

( )
( ) 163

52

163

516

' 2

3

2

3

1 −

−
=

−

+−
−=−=+

n

n

n

nn
n

n

n
nn

x

x

x

xx
x

xh

xh
xx

 

con punto iniziale 40 =x  in cui ( )0xh  e ( )0'' xh  

sono concordi. La tabella seguente mostra tutti i passi dell’algoritmo: 

 

n nx  1+nx  1−−= nn xxe  

0 4,000 3,844   

1 3,844 3,834 0,156 

2 3,834 3,833 0,010 

 

Con un errore inferiore al decimo si ha 8,32 ≅x  in particolare possiamo in questo caso fornire 

un’approssimazione con due cifre significative certe 83,32 ≅x . Notiamo, quindi, che l’applicazione 

del metodo delle tangenti ci conduce all’individuazione della radice con maggiore precisione in un 

numero minore di passi. 

Punto 4 

In ogni punto di R a distanza x dall'asse y la misura della profondità dell'acqua nella vasca è 

data da ( ) xxh −= 5 . Quale sarà il volume d'acqua nella piscina? Quanti litri d'acqua saranno 

necessari per riempire la piscina se tutte le misure sono espresse in metri?  

Per il calcolo del volume si può ragionare in quersto modo. Un piano perpendicolare ala superficie 

libera dell’acqua interseca quest’ultima secondo un segmento di lunghezza ( ) ( )[ ]xfxg −  per cui la 

sezione è un rettangolo di base ( ) ( )[ ] 






 +−=− xxxxfxg 16
2

sin 3π
 ed altezza ( ) xxh −= 5  e quindi 

di area ( ) ( )xxxxxA −⋅






 +−= 516
2

sin 3π
 con [ ]4,0∈x . Se si considera uno spessore dx  il 



Corso sperimentale - Sessione ordinaria - a.s. 2010-2011 

______________________________________________________________________________ 

 
13

volumetto infinitesimo è ( ) ( ) dxxxxxdxxAdV ⋅







−⋅







 +−=⋅= 516
2

sin 3π
 pertanto il volume 

richiesto è ( )∫ 







−⋅







 +−=
4

0

3 516
2

sin dxxxxxV
π

 

Utlizzando l’integrazione per parti e la formula di integrazione delle funzioni polinomiali, il volume 

è  

( ) ( ) ( )

( )

3

4

0

2
345

2

4

0

234

4

0

4

0

3

m 
15

2752810
640

3

1024
320

5

10242

40
3

16

4

5

52
sin

4

2
cos

52

80165
2

sin5516
2

sin








 +=






−−






 +−−+−=

=







+−−+







−






−
=

=+−−+














−=







−⋅







 +−= ∫∫∫

πππ

π
π

π
π

ππ

x
xxx

xx
x

dxxxxxdxxxdxxxxxV

 

Poichè 33 1000dm1m =  e 1l1dm3 =  i litri contenuti nella vasca sono  i litri contenuti nella vasca 

sono litri 15,186013litri 1000
15

27528
=⋅







 +
π

. 
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QUESTIONARIO 

 

Quesito 1 

Silvia, che ha frequentato un indirizzo sperimentale di liceo scientifico, sta dicendo ad una sua 

amica che la geometria euclidea non è più vera perchè per descrivere la realtà del mondo che 

ci circonda occorrono modelli di geometria non euclidea. Silvia ha ragione? Si motivi la 

risposta.  

Silvia non ha ragione. La geometria non euclidea non è una geometria intrin- secamente più corretta 

di quella euclidea. Semplicemente la geometria euclidea fornisce uno strumento matematico 

adeguato per descrivere il mondo che ci circonda se ragioniamo in termini di piccole distanze, 

piccole rispetto alle dimensioni della Terra. Se invece siamo interessati a studiare, ad esempio, 

problemi di spostamento sulla superficie terrestre che coinvolgono distanze paragonabili alle 

dimensioni del pianeta, allora l'approssimazione euclidea non è adeguata, e occorre invece utilizzare 

modelli non euclidei, nella fattispecie una geometria di tipo ellittico. 

Quesito 2 

Si trovi il punto della curva xy =  più vicino al punto di coordinate ( )0,4 .  

Un punto P della curva ha coordinate ( )xx,  e la distanza dal punto (4,0) è 

( ) ( ) ( ) 1674
2

22 +−=+−= xxxxxd . Massimizzare la funzione distanza è equivalente a 

massimizzare la funzione quadrato della distanza, per cui massimizzeremo la funzione 

( ) ( ) 16722 +−== xxxdxh ; la derivata prima è ( ) 72' −= xxh  per cui la funzione ( )xh  è 

strettamente crescente in 






 +∞,
2

7
 e strettamente decrescente in 







 ∞−
2

7
,  per cui presenta un 

minimo all’ascissa 
2

7
=x . Il punto più vicino è quindi 











2

14
,

2

7
 e la distanza minima è 

2

15

2

7

4

1

2

14
4

2

7
22

min =+=









+







 −=d . 

Quesito 3 

Sia R la regione delimitata, per [ ]π,0∈x  dalla curva xy sin=  e dall'asse x e sia W il solido 

ottenuto dalla rotazione di R attorno all'asse y. Si calcoli il volume di W  

Visto che è richiesto il volume di rotazione intorno all’asse delle ordinate, è conveniente esplicitare 

la funzione inversa della funzione seno. In particolare se 




∈
2
,0
π

x  l’inversa è ( ) yyg arcsin=  
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mentre se 




∈ π
π
,

2
x  l’inversa è ( ) yyh arcsin−= π  con [ ]1,0∈y  per cui il volume richiesto è pari 

alla differenza tra i volumi generati da ( ) yyh arcsin−= π  e ( ) yyg arcsin=  intorno all’asse y: 

( ) ( ) ∫∫∫∫ −=−=







−−=

1

0

23

1

0

2

1

0

2

1

0

2
arcsin2arcsin2arcsinarcsin ydydyyydydyyV πππππππ  

Applicando l’integrazione per parti si ha 

[ ] [ ] 1
2

1arcsin
1

arcsinarcsin
1

0

2

1

0
2

1

0

1

0

−=−+=
−

−= ∫∫
π

yyydy
y

y
yyydy  per cui 

223 21
2

2 π
π

ππ =






 −⋅−=V  . 

Alternativamente pensiamo la regione R decomposta in tanti ognuno dei quali genera un solido pari 

alla differenza di due cilindretti, in modo che, intuitivamente potremo pensare W come somma 

progressiva di infiniti gusci cilindrici coassiali di spessore dx , dove il raggio x varia da 0 a π .  

Il volume del guscio (infinitesimo) può essere calcolato come prodotto dell’area circolare di base di 

raggio esterno ( )ii xx ∆+  e raggio interno ix  , per l’altezza: ( )[ ] iiiii xxxxV sin22 ⋅−∆+⋅= π . 

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore a 
2

ix∆  il volume infinitesimo sarà 

iiii xxxV ∆⋅⋅⋅= sin2π . Se il numero di gusci cilindrici in cui suddividiamo l’intervallo [ ]π,0  è N  

il volume richiesto sarà: 

[ ] 2

0

01 1

2sincos2sin2sin2limlim ππππ π
π

=+−==







∆⋅⋅⋅== ∫∑ ∑

= =
+∞→+∞→

xxxxdxxxxxVV
N

i

N

i

iii
N

i
N

. 

Più velocemente ancora, avremmo potuto applicare il teorema di Guldino per cui SxV G ⋅⋅= π2  

dove Gx  è l’ascissa del baricentro che per simmetria nel caso in esame è 
2

π
 ed S  è l’area sottesa da 

xy sin=  in [ ]π,0 , [ ] 2cossin 0

0

=−== ∫
π

π

xxdxS ; in conclusione 222
2

2 π
π

π =⋅⋅=V . 

Quesito 4 

Il numero delle combinazioni di n oggetti a 4 a 4 è uguale al numero delle combinazioni degli 

stessi oggetti a 3 a 3. Si trovi n  

Si deve risolvere l’equazione NnCC nn ∈= ,3,4, . La condizione di esistenza è 4
3

4
≥⇒





≥

≥
n

n

n
 . 

Ricordando che 
( ) ( ) ( )

!

121

!

,

,
k

knnnn

k

D
C

kn

kn

+−⋅⋅−⋅−⋅
==

⋯

, con kn ≥ . Nel caso in esame 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!3

321
,

!4

4321
3,4,

−⋅−⋅−⋅
=

−⋅−⋅−⋅−⋅
=

nnnn
C

nnnnn
C nn  e imponendo l’uguaglianza 

si ha: 

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

24

721
43

24

21

6

21

24

321
=

−⋅−⋅−⋅
=−−

−−
→

−−
=

−−− nnnn
n

nnnnnnnnnn
 da 

cui 7,2,1,0=n . Poichè per la condizione di esistenza deve essere 4≥n  la soluzione accettabile è 

7=n . 

Alternativamente, ricordando la proprietà di simmetria dei coefficienti binomiali 








−
=









kn

n

k

n
, 

essendo 4=k  ed 3=− kn , l’uguaglianza è soddisfatta se 34 =−n  e quindi se 7=n . 

Quesito 5 

In una delle sue opere G. Galilei fa porre da Salviati, uno dei personaggi, la seguente 

questione riguardante l'insieme N dei numeri naturali ( "i numeri tutti"). Dice Salviati: «....se 

io dirò, i numeri tutti, comprendendo i quadrati e i non quadrati, esser più che i quadrati soli, 

dirò proposizione verissima: non è così?». Come si può rispondere all 'interrogativo posto e 

con quali argomentazioni?  

Non è corretto quanto esposto da Salviati, e l'inganno viene dal fatto che si sta ragionando su 

insiemi infiniti. Più precisamente se N è l'insieme dei numeri naturali e NQ ⊂  è l'insieme dei 

quadrati perfetti allora l'applicazione ( ) 2  ,: nnfQNf =→  è biiettiva. Ne segue che i due insiemi 

N e Q hanno la stessa cardinalità o, in altre parole, lo stesso numero di elementi. 

Quesito 6 

Di tutti i coni inscritti in una sfera di raggio 10 cm, qual è quello di superficie laterale 

massima?  

Consideriamo la figura sottostante: 
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-   0  

3

40
 

massimo 

 

 

 

+ 
 x    

20  

Sia xVH =  con 200 << x . Per il teorema di Euclide xVCVHVB 20=⋅=  e per il teorema di 

Pitagora 
222

20 xxVHVBHB −=−= ; la superficie laterale del cono è 

( ) 32
2020 xxVBHBxS l −⋅=⋅⋅= ππ  con 200 << x . La massimizzazione di ( )xSl  equivale 

alla massimizzazione di ( ) 3220 xxxh −=  il che equivale alla massimizzazione del quadrato della 

funzione ausiliaria ( ) 3220 xxxh −= ; va quindi massimizzata la funzione 

( ) ( ) 322 20 xxxhxg −==  la cui derivata prima è ( ) 2340' xxxg −= e il cui segno è il seguente: 

( )

( )

( )
3

40
00'

20
3

40
0340'

3

40
00340'

2

2

=∨=⇒=

<<⇒<−=

<<⇒>−=

xxxg

xxxxg

xxxxg

 

Dal segno soprastante deduciamo che la superficie laterale è massima quando l’altezza VH misura 

3

40
max =x  cui corrisponde ( ) 2

32

max 68,483
9

3800

3

40

3

40
2020 cmxS l ≅=







−






⋅= ππ  

Quesito 7 

Un test d'esame consta di dieci domande, per ciascuna delle quali si deve scegliere l'unica 

risposta corretta fra quattro alternative. Quale è la probabilità che, rispondendo a caso alle 

dieci domande, almeno due risposte risultino corrette?  

Si tratta di un classico problema di n prove ripetute di tipo bernoulliano dove la probabilità di 

successo in una singola prova è 
4

1
=p  e di insuccesso 

4

3
1 =−= pq . Sia X  la variabile aleatoria 

che conta il numero di risposte esatte. La distribuzione di probabilità (o funzione masse di 

probabilità,  pmf) è di tipo binomiale ( ) ( ) knk pp
k

n
kXP

−−







== 1 . Nel caso in esame la probabilità 

richiesta è ( ) ( ) ( )1012 =−=−=≥ XPXPXP  dove ( ) ( )
10

100

4

3
1

0

10
0 







=−







== ppXP  e 

( ) ( )
99

91

4

3

2

5

4

3

4

1
101

1

10
1 







⋅=






⋅⋅=−







== ppXP  per cui 

( ) ( ) ( ) 75597,0
4

3
131

4

3

2

5

4

3
11012

10

9910

≅⋅−=






⋅−






−==−=−=≥ XPXPXP . 
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Quesito 8 

In che cosa consiste il problema della quadratura del cerchio? Perchè è così spesso citato?  

La quadratura del cerchio, assieme al problema della trisezione dell'angolo e a quello della 

duplicazione del cubo, costituisce un problema classico della geometria greca. In sostanza quello 

della quadratura del cerchio non è altro che un classico problema di matematica (più precisamente 

di geometria) il cui scopo è costruire un quadrato che abbia la stessa area di un dato cerchio, con 

uso esclusivo di riga e compasso. Dal punto di vista algebrico, indicati con r il raggio del cerchio e 

con l il lato del quadrato da trovare, vale la relazione: 

rllr ⋅=→=⋅ ππ 22  

Nel 1882 fu dimostrato che non era possibile costruire un lato di misura rl ⋅= π  solo con riga e 

compasso e ciò deriva dal fatto che il numero π  è trascendente. 

 

Quesito 9 

Si provi che, nello spazio ordinario a tre dimensioni, il luogo geometrico dei punti equidistanti 

dai tre vertici di un triangolo rettangolo è la retta perpendicolare al piano del triangolo 

passante per il punto medio dell 'ipotenusa. 

Forniamo due tipi di soluzione al quesito, una con metodo sintetico ed una con metodo analitico. 

• Metodo sintetico 

Consideriamo la figura sottostante: 

 

Ogni triangolo rettangolo è inscrivibile in una circonferenza di centro M, punto medio 

dell’ipotenusa BC, e raggio AMMCBM == . Per questo motivo, preso un qualsiasi punto P 

sulla perpendicolare per M al piano del triangolo, le tre distanze PA, PB e PC sono uguali in 

quanto ipotenuse di tre triangoli rettangoli, PAM – PBM - PMC, aventi cateti congruenti.  

Per dimostrare che la retta in questione è il luogo richiesto dobbiamo dimostrare che ogni punto 

equidistante da A, B e C si trova su tale retta. A tale scopo basta notare che il luogo dei punti 
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equidistanti da A e B è il piano perpendicolare ad AB nel suo punto medio, analogamente per A 

e C e per B e C: i punti equidistanti da A, B e C appartengono contemporaneamente a questi tre 

piani, che hanno in comune proprio la retta perpendicolare al piano del triangolo ABC nel punto 

medio M dell’ipotenusa BC. 

• Metodo analitico 

Consideriamo un sistema di coordinate nello spazio in modo che i vertici del triangolo 

rettangolo sono ( ) ( ) ( )0,,0,0,0,,0,0,0 bBaAO  e sia ( )zyxP ,,  un generico punto dello spazio. La 

condizione OPBPAP == , ricordando la formula della distanza tra due punti, si riconduce a: 

( )
( )

( )
( ) ( )3

222

2

222

1

222
zyxzbyxzyax ++=+−+=++−  

Uguagliando la ( )1  e la ( )3  ricaviamo 
2

a
x =  mentre uguagliando la ( )2  e la ( )3  ricaviamo 

2

b
y =  , cioè otteniamo le equazioni  della retta perpendicolare al triangolo, appartenente al 

piano 0=z , e passante per il punto 







0,

2
,

2

ba
 coincidente con il punto medio del lato AB. 

Quesito 10 

Nella figura a lato, denotati con I, II e III, sono  

disegnati tre grafici. Uno di essi è il grafico di  

una funzione f, un altro lo è della funzione  

derivata f’ e l'altro ancora di f’’.  

Quale delle seguenti alternative identifica  

correttamente ciascuno dei tre grafici?  

f f' f'' 

A) I II III 

B) I III II 

C) II III I 

D) III II I 

E) III I II 

Si motivi la risposta. 

La risposta esatta è D. 

Infatti se assumiamo come f  la funzione III ci rendiamo conto che la derivata prima si annulla  in 

due punti in corrispondenza del massimo e del minimo relativo che assume f. Inoltre deve avvenire 

che la derivata prima deve essere positiva tra meno infinito e il massimo di f, negativa tra massimo 

e minimo, e poi di nuovo positiva dal minimo in poi. E ciò è quello che succede nella funzione  II. 

Inoltre la derivata seconda deve azzerarsi solo in zero che è flesso per f,  passando da valori negativi 
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a valori positivi, cosa che accade per la funzione I.  

Alternativamente possiamo notare come delle tre funzioni, due sono dispari e cioè I e III e una è 

pari, la II. Visto che la derivata di una funzione dispari è pari e viceversa, la funzione derivata prima 

non può essere che la II. In questo modo le alternativi possibili restano la A e la D. Ma la A va 

scartata in quanto la funzione II assume sia valori positivi che negativi e quindi non può essere la 

derivata della I, perchè derivando la I si ottiene una funzione sempre positiva. Pertanto l’alternativa 

corretta è la D. 

 


